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1 ÛÊê

üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ ø ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ

ćÂŞďŚî ø ,ùćÂî üêÂãõ ÀĂłŚŞüõ ýěŚĺĆĂČúŞ áĄœ ěŘ Ćî Řď üŮĎŘĄĺ ,ÝþďŘć ÀÊì ÛÊê 
þŘ ďć

.ÝČĂČśŞ ÓÜţ£õ ÛŐŚÆõ ďć Řď ŚúœŊ üðćÂţÆð ø


þÂŮüÜî ŚŞ ŘÀţŞŘ ďć .ÝþćÂðüõ üÜŐŚÆõ 
ČĂİ Û§ ýŘÂŞ üőŚþď üþŚûñÀõ ñŚśœć ĆŞ ĆõŘćŘ ďć

öŚÞþŚûěŚČœ üĺďÂŞ ŚŞ ĆõŘćŘ ďć ,ùÀł ŚĂłŊ ćĄłüõ ĆţÔð üőŚþď ñÀõ öŊ ĆŞ Ćî ćĄŻĄõ ñÀõ

üśĺŚĂõ Àþć Śþ ø ùćÂî Û§ Řď Śõ ÛŐŚÆõ ÀœŘĄţŞ Ćî ,ÝČĂîüõ ĎŚŞ üþŘďŚî ŚŞ üóÀõ ćŚźþŘ ďć üãĺ

ýÃþďĆõŚœÂŞ Řď öŊ Ćî ľøď 
þŘ Ćî Àþć ÝČûŘĄą ÀãŞ ñĄÊê ďć .ÀûÀŞ Śõ ĆŞ ĆÜßÆõ ĆŞ ťśÆœ

üőŚþď ñĄõÂê ĆœĄðÂû ěŘ ďøć Ěf õŚî Ćî üÞţþďĄÚóŘ üÜ§ ĆŞ Řď Śõ ÀœŘĄŮüõ ,ÝČõŚœüõ üÎą

.ÀĂîüõ üþŚÞĂûŘď ,ÀłŚŞ

ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ 1-1

.ťĺŘ ýÃČİ öćÂî ĆĂČÞî Śþ öćÂî ĆĂČÈČŞ éÀû ŚúœŊ ďć Ćî ÝþďĄąüõ ÂŞ üÜŐŚÆõ ĆŞ ùěøÂõŘ

Śþ ø ;ÀœďŘć ćĄą ćĄĺ öćÂî ĆĂČÈČŞ ďć üãĺ ćŘÂêŘ ýÂÚþć ďŘěŚŞ Âû Śþ ğďĄŞ ďŘěŚŞ ďć Ěf ůõ

.ÀĂî ćŚźþŘ Řď ćĄą üÜþď ĆØśł ĆĂþÃû 
þÂţÞî ŚŞ ÀûŘĄąüõ Ćî ýďĄÈî

ÀĂĂîüõ üÜŐŚÆõ Û§ ďć üãĺ âõŘĄŻ ø ôĄÜä ĆÞû ďć ýćŚþě ćŘÂêŘ ùěøď ĆÞû Ûî ďć

,ťîÂł Œþ ďÂő Śþ ćĄĺ ďŘÀÖõ 
þŘ ,ćďŘć ýďŘÀÖõ öćÂî ĆĂČÞî Śþ ĆĂČÈČŞ ĆŞ ěŚČœ ŚúœŊ Û§ Ćî
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.ÀłŚŞ ÀœŘĄŮüõ ... ø ,éÂÊõ öćÂî ĆĂČÞî ,öŚĂČÞÏŘ řþÂő öćÂî ĆĂČÈČŞ ,üþŘďŚî öćÂî ĆĂČÈČŞ

øć ýŚÌê ďć ,ťĺŘ 1 öŊ ñĄÏ Ćî ĆţÆŞ Ýą Œþ ÍĺĄŮ Ćî üţ§ŚÆõ �þÂţÈČŞ . 1-1 ñŚůõ
?ťĺŘ ďÀÖİ ,ćĄłüõ ćøÀ¡õ ýÀãŞ

.ÝČĂî ĆĂČÈČŞ Řď üţ§ŚÆõ ÝČûŘĄąüõ Ćî ťĺŘ ýěŚĺ ĆĂČúŞ ĆÜßÆõ Œþ ĆÜßÆõ �þŘ

n Ś Ů 1 Ś Ş Řď Ś ú œŊ Ć î ,À łŚ Şü õ ŘďŘć Řď üĺŚ Ă ŻŘ À Č óĄ Ů ü þŚ œŘĄ Ů ýŘĆ œŚ ąďŚ î . 2-1 ñŚůõ
m ŚŮ 1 ŚŞ Řď ŚúœŊ Ćî ÝþďŘć üõŚą ćŘĄõ ĆŞ ěŚČœ ğŚĂŻŘ �þŘ ÀČóĄŮ ýŘÂŞ .ÝČĂîüõ ýďŘÁðùďŚÞł

ěŘ À§Řø Âû �ČĂżÞû .ćďŘć ťÞČì öŚõĄŮ ρi ôŘ i ôŚą ùćŚõ ěŘ À§Řø Âû .ÝČĂîüõ ýďŘÁðùďŚÞł

ùćŚõ ěŘ À§Řø aij ôŘ i ÅĂŻ ÀČóĄŮ ýŘÂŞ .ćďŘć ťÞČì öŚõĄŮ ci ÝČłøÂêüõ Śõ Ćî ôŘ i ÅĂŻ

.ťĺŘ ěŚČœ ôŘ j ôŚą

.ÀĂîüõ ćĄą ÂČðďć Řď ýćŚþě ćŘÂêŘ Ćî ÝČţłŘć ďŚî ø Âĺ üţČãìŘø ŚŞ ŚźĂþŘ ĆŞ ŚŮ

Řď ťîÂł ćĄĺ ÀûŘĄąüõ Ćî ýćŘÂêŘ ěŘ üØþ :ÂðĆĂČÈČŞ Œþ öŘĄĂä ĆŞ ÀČóĄŮ ÂþÀõ
Řď ôŚą ćŘĄõ ÀþÂą ĆĂþÃû ø ľøÂê ďŘÀÖõ éĚţąŘ ćďŘć ťĺøć ďŚî �þŘ ýŘÂŞ .ÀĂî ĆĂČÈČŞ

Ýû ôŚą ùćŚõ Âû ďŘÀÖõ ťóŚ§ �þŘ ďć ÀČĂî ŋÂê .( ťîÂł ćĄĺ öŚÞû üĂãþ ) ÀĂî ĆĂČÈČŞ

Âû ěŘ ďŘÀÖõ Ćİ ĆØĂþŘ öćÂî É£Èõ ŚŞ Řď ćĄą ćĄĺ ÀœŘĄŮüõ øŘ .ÀłŚŞüõ σi ÂŞŘÂŞ ø ćøÀ¡õ

.ÀĂî ĆĂČÈČŞ öŊ âśÏ ĆŞ ø Àûć ÂČČçŮ ,ÀĂî ÀČóĄŮ Řď ÅĂŻ

ĆŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ Œþ ø D ýĆĂõŘć ĆäĄÞźõ Œþ ýŘďŘć ýěŚĺĆĂČúŞ ñŘĄĺ Œþ . 1-1 ÓþÂãŮ
.ÀłŚŞüõ f : D → R ôÂê

É£Èõ x ∈ D ÍĺĄŮ Ćî ťĺŘ ýŘ"Ć Ă þÃû’ Ś þ "ćĄĺ’ ďŘÀÖõ ùÀĂ Ă î É£Èõ f(x) ∈ R

.ćĄłüõ

ýěŚĺĆĂČÈČŞ ÛŐŚÆõ ø ýěŚĺĆĂČÞî ÛŐŚÆõ ýĆţĺć øć ĆŞ öŘĄŮüõ Řď ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ

ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ťĺŘ x ∈ D öćÂî ŘÀČŢ éÀû ,ýěŚĺĆĂČÈČŞ ĆÜßÆõ Œþ ďć .ćÂî ÝČÆÖŮ
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ÝČûŘĄąüõ Řď ĆĂõŘć ďć ýÂÊĂä Śõ ,ÂÚþć ýŚĂãõ ĆŞ .f(x) ≥ f(y) ÝČłŚŞ ĆţłŘć y ∈ D ĆÞû

x ∈ D öćÂî ŘÀČŢ éÀû ,ýěŚĺĆĂČÞî ĆÜßÆõ Œþ ďć ÅØãŞ .ÀûÀŞ Śõ ĆŞ Řď ćĄĺ 
þÂţÈČŞ Ćî

ýÂÊĂä Śõ ,ÂÚþć ýŚĂãõ ĆŞ .f(x) ≤ f(y) ÝČłŚŞ ĆţłŘć y ∈ D ĆÞû ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ťĺŘ

.ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď ĆĂþÃû 
þÂţÞî Ćî ÝČûŘĄąüõ Řď ĆĂõŘć ďć

.Àĺďüõ ćĄą ďŘÀÖõ �þÂţÈČŞ ĆŞ x
sin x âŞŚŮ x ďŘÀÖõ Ćİ ýŘěŘ ĆŞ . 3-1 ñŚůõ

.ćďŘÀœ ćĄŻø ýx �ČĂİ ĆźČţœ ďć ,limx→∞ x
sinx = ∞ ÝČœŘćüõ Ćî üþŚźœŊ ěŘ


ØÞõ üĂãþ ;ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄą ĆĂõŘć ďć ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ f âŞŚŮ ťĺŘ 
ØÞõ ,ĆźČţœ ďć

üûŚĂţõ ,D üĂãþ ĆÜßÆõ ĆĂõŘć ÂðŘ üóø ,ÝČĂî ïďÃŞ Řď f ÝČûŘĄąüõ Ćî ďŘÀÖõ Âû ÝČœŘĄţŞ ťĺŘ

.ÀłŚŞüõ D ďć ĆĂČÈČŞ ďŘÀÖõ ýŘďŘć Ýû ø ĆĂČÞî ďŘÀÖõ ýŘďŘć Ýû f ŰďĄň 
þŘ ďć ,ÀłŚŞ

:ÝþěŘćÂŢüõ ñŚůõ ÀĂİ üĺďÂŞ ĆŞ ŚźĂþŘ ďć

�þÂţÈČŞ p öŚõě Ćİ .ÀłŚŞüõ ýÂČçţõ ŒŮ ýŘĆÜÞŻ ÀĂİ Œþ p ÀĂČî ŋÂê . 4-1 ñŚůõ
.ÝČĂî ćøÀ¡õ [0,1] ⊂ R ùěŚŞ ĆŞ Řď öŊ ĆĂõŘć ÂðŘ ćďŘć Řď ďŘÀÖõ

.ťĺŘ p Śõ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ø D = [0,1] Śõ ĆĂõŘć Ćî ťĺŘ ýěŚĺĆĂČÈČŞ ĆÜßÆõ Œþ ĆÜßÆõ �þŘ

ďŘÀÖõ âŞŚŮ ø ,ÀłŚŞüõ 1 ñĄÏ ĆŞ ĆţÆŞ ýŚûÝą ôŚÞŮ ÛõŚł D ĆĂõŘć "1 ñŚůõ’ ďć . 5-1 ñŚůõ
.ťĺŘ ýÀãŞøć ýŚÌê ďć Ýą ÛąŘć ť§ŚÆõ f üĂãþ Śõ

ÀČĂî ŋÂê .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď (MST ) ÝÞČĂČõ ÂČðŘÂê ťąďć ŒČĺĚî ĆÜßÆõ . 6-1 ñŚůõ
öěø .Ý þďŘć éŘÂð ýŚûñŚ þ ýøď w : E → R öěø âŞŚ Ů Œþ ø G = (V,E) éŘÂð Œþ Śõ

,ÀłŚŞüõ öŊ ýŚûñŚþ öěø áĄÞźõ ÂŞŘÂŞ E′ ⊆ E ýŚúóŚþ ĆäĄÞźõ ŚŞ G ěŘ G′ éŘÂðÂþě Œþ

ĆŞ ÀłŚŞ üõ v1, . . . , vn ∈ V ğĄŐď ěŘ ýŘĆóŚśœć G ďć ÂČÆõ Œþ .W (G′) def
=

∑
e∈E′ w(e)
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üĂã þ ,ťĺŘ Ć ţÆ Ş Â ČÆõ Œþ ďøć Œþ .ÀłŚ Ş G éŘÂð ěŘ ü óŚ þ (vi, vi+1) Âû Ćî ýďĄÏ

ø ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ÂČÆõ Œþ éŘÂð ďć u, v ğŘbď øć Âû �ČŞ ÂðŘ ťĺŘ ÀĂśÞû G .v1 = vn

éŘÂðÂþě Œþ G ěŘ T ÂČðŘÂê ťąďć Œþ .ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ýďøć žČû ÂðŘ ťĺŘ ďøć öøÀŞ

ťĺÀŞ Řď G ďć ÝÞČĂČõ ÂČðŘÂê ťąďć .ÀłŚŞüõ V ğĄŐď ĆäĄÞźõ ŚŞ G ěŘ ďøć öøÀŞ ÀĂśÞû

.ÀþďøŊ

G ÂČðŘÂê ťąďć T} ĆÜßÆõ ĆĂõŘć .ťĺŘ ýěŚĺ ĆĂČÞî ĆÜßÆõ Œþ ĆÜßÆõ �þŘ ,Àþć öŘĄŮüõ
ěŘ ÀČłŚ Ş Ć ţłŘć ÂÑ œ ďć .ÀłŚ Şüõ ŚûñŚ þ öěø áĄÞźõ ďŘÀÖõ â ŞŚ Ů ø ,τ(G)

def
= {T :ÀłŚ Ş

ýŘÂŞ Ćî üþŚûÝţþďĄÚóŘ �þÂţúŞ .ťĺŘ üûŚĂţõ ĆĂõŘć ĆÜßÆõ �þŘ ďć ,|τ(G)| ≤ 2|E| Ćî üþŚźœŊ

ěŘ Ćî ÀĂłŚŞüõ 3ñěŚİ ø 2ñŚØĺøÂî ø 1ÝþÂŢ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ťĺŘ ùÀł ĆţąŚĂł ĆÜßÆõ �þŘ

.ÀĂţÆû ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě

.ÀłŚŞüõ 4ćÂðùďøć ùÀĂłøÂê ĆÜßÆõ ,ÂÚþć ŒČĺĚî ýěŚĺ ĆĂČúŞ ĆÜßÆõ Œþ . 7-1 ñŚůõ
�ČŞ ĆÜňŚê d(u, v) ĆÜňŚê âŞŚŮ .ÀĂłŚŞüõ ďĄÈî Œþ ýŚûÂúł ùÀĂþŚÞœ v1, . . . , vn ÀČĂî ŋÂê

ôŚÞŮ ďć Řď ćĄą ğŚĂŻŘ ćďŘć ÀÊì ćÂðùďøć ùÀĂłøÂê Œþ .ÀĂûćüõ öŚÈœ Řď v ø u ýŚûÂúł

ďć ,Ćî ťĺŘ ýÂČÆõ öćÂî ŘÀČ Ţ ùÀĂłøÂê éÀû .ÀœŚĺÂŞ ľøÂê Ć Ş ďĄÈî �þŘ ýŚûÂúł

ýěŚĺ ĆĂČÞî ĆÜßÆõ Œþ ÃČœ ĆÜßÆõ �þŘ .ććÂÚŞ Řď ďĄÈî ýŚûÂúł ĆÞû öŚõě �þÂţûŚŮĄî

, H(G) def= {H : ćďÁðüõ ŚûÂúł ĆÞû ěŘ Ćî ÀłŚŞüõ ÂČÆõ Œþ H} ĆÜßÆõ �þŘ ĆĂõŘć .ťĺŘ
ćøÀ¡õ ÃČœ ĆÜßÆõ �þŘ ĆĂõŘć MST ĆÜßÆõ ÀĂœŚÞû .ÀłŚŞüõ ÂČÆõ ñĄÏ öŊ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ø

ŘÀČŢ ýŘĆÜÞŻÀĂİ üÜ§ ùŘď ñŚ§ ĆŞ ŚŮ ĆÜßÆõ �þŘ ýŘÂŞ ,MST ĆÜßÆõ éĚąÂŞ üóø .ÀłŚŞüõ

.ÀłŚŞüõ NP − Hard ýĆÜßÆõ Œþ ø ùÀÈœ

Prim �

Kruskal �

Chazelle �

TSP �
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ťČêÂÒ ŚûñŚþ ýøď Ćî ťĺŘ G = (V,E) ďŘćťúŻ éŘÂð Œþ ďŚł ĆØśł Œþ . 8-1 ñŚůõ
Âû ýŘÂŞ .ÀłŚŞüõ t ø s řČŮÂŮ ĆŞ öŊ ÀÊÖõ ø ŘbÀśõ ğĄŐď ø ,ćĄłüõ ÓþÂãŮ c : E → R

≥0

ĆäĄÞźõ ø IN(v) Ś Ş Řď À œĄłüõ ćďŘø ğŘď �þŘ Ć Ş Ćî üþŚûñŚ þ ĆäĄÞźõ ,v ∈ V ğŘbď

ĆŞ G ďć ďŚł Œþ .ÝČûćüõ ÇþŚÞœ OUT (v) ŚŞ Řď ćĄłüõ ŽďŚą ğŘď �þŘ ěŘ Ćî üþŚûñŚþ

:ÀłŚŞ ŘďŘć Řď Âþě ŕÂł Ćĺ Ćî ćĄłüõ ĆţÔð f : E → R âŞŚŮ Œþ

.f(e) ≥ 0 ,e ñŚþ Âû ýŘÂŞ

.f(e) ≤ c(e) ,e ñŚþ Âû ýŘÂŞ

.∑e∈IN(v) f(e) =
∑

e∈OUT (v) f(e) :ÝČłŚŞ ĆţłŘć s, t ÃźŞ v ğŘbď Âû ýŘÂŞ

f ùěŘÀœŘ âìŘø ďć ,ćĄłüõ ćďŘø t ĆŞ ø ŽďŚą s ěŘ Ćî ťĺŘ ýďŚł ďŘÀÖõ ÂŞŘÂŞ ďŚł Œþ ùěŘÀœŘ

G éŘÂð ďć ďŚł ďŘÀÖõ �þÂţÈČŞ .||f || def
=

∑
e∈OUT (s) f(e) − ∑

e∈IN(s) f(e) ŚŞ ťĺŘ ÂŞŘÂŞ

?ťĺŘ ďÀÖİ

ÀłŚ Ş G ďć ďŚł Œþ f} Ć Ü ßÆ õ � þŘ Ć Ă õŘć .ťĺŘ ýěŚĺ Ć Ă ČÈ Č Ş Ć Ü ßÆ õ Œþ ñŘĄĺ � þŘ

üûŚĂţõŚœ F (G) ĆĂõŘć ĆØĂþŘ ŚŞ �ČĂżÞû .ťĺŘ ďŚł ùěŘÀœŘ öŊ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ø F (G)
def
= {f :

ěŘ üØþ .ćďŘć ćĄŻø ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ěŘ üþŚûÝţþďĄÚóŘ ,ĆÜßÆõ �þŘ Û§ ýŘÂŞ üóø ,ťĺŘ

�þÂŮâþÂĺ .ťĺŘ 6ŤďŚî-5ěÀœĄõćŘ Ýţ þďĄÚóŘ ,ñŘĄĺ �þŘ Û§ ýŘÂŞ ŚûÝţþďĄÚóŘ �þÂţú Ş

push − relabel ÝţþďĄÚóŘ ,ťĺŘ ùÀł ŘÀČŢ ñŘĄĺ �þŘ Û§ ýŘÂŞ ñŚ§ ĆŞ ŚŮ Ćî üÞţþďĄÚóŘ

.ÀłŚŞüõ

"7ÝÞ Č Ă Č õ ľÂ Ş-Ý Þ Č Æ îŚ õ ďŚ ł’ Ć ČÌ ì ,ďŚ ł ýŚ ûĆ Ø ś ł ř óŚ Ż ùĄŻø ěŘ üØ þ

ćĄłü õ Ć ţ Ô ð T ø S Ć äĄÞź õ øć Ć Ş éŘÂ ð ğĄ Őď Ý ČÆ Ö Ů Ć Ş ,G ďć ľÂ Ş Œ þ .ťĺŘ

Â ŞŘÂ Ş (S, T ) ľÂ Ş öěø .À łŚ Ş t ∈ T ø s ∈ S � Č Ă ż Þ û ø S
⋃

T = V Ć Ø þďĄ Î Ş

.E(S, T ) def= {(u, v) ∈ E : u ∈ S, v ∈ T} ĆØþďĄÎŞ ÀłŚŞüõ C(S, T ) def=
∑

e∈E(S,T ) c(e)

Edmonds �

Karp �

maximum flow-minimum cut �
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.ÝČûćüõ ÇþŚÞœ C(G) ŚŞ Řď G éŘÂð ďć ćĄŻĄõ ýŚûľÂŞ ôŚÞŮ ĆäĄÞźõ

.ÀłŚŞüõ G ďć ÝÞČĂČõ ľÂŞ ùěŘÀœŘ ÂŞŘÂŞ ,G éŘÂð ďć ÝÞČÆîŚõ ďŚł ùěŘÀœŘ . 1-1 ĆČÌì

ďć Ćî ÀłŚŞüõ 8üÎą ýÃþďĆõŚ œÂŞ ďć duality ýĆČÌì ěŘ ńŚą ťóŚ§ Œþ ,ĆČÌì �þŘ

.ćÂî ÝČûŘĄą ťś¡ň öŊ ùďŚŞďć ùÀĂþŊ ýŚûÇ£Ş

üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ 2-1

ĆØĂþŘ Ś Ů ÀĂłŚŞüõ ýěŚźõ ø ťČãìŘø ěŘ ďøć üÞî ,Àł ĆţÔð Ćî üÔþďŚãŮ ,Ûśì Ç£Ş ďć

Ćî ÝþěŘćÂşŞ üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆŞ ÝþďŘć ÀÊì Ç£Ş 
þŘ ďć .ÀĂłŚŞ ŠŘÁŻ ø üÞţþďĄÚóŘ

.ťĺŘ ÂŮŒþćÃœ ťČãìŘø ĆŞ üÞî
À Ê ì Ć î f : R

n → R ďŘÀ Ö õ â ŞŚ Ů Û õŚ ł ü őŚ þď ýÃ þďĆ õŚ œÂ ŞŒ þ . 2-1 ÓþÂãŮ
Ć Ă õŘć Ć î gi : R

n → R À Č ì â ŞŚ Ů m ěŘ ýŘĆ äĄ Þ ź õ ,Ý Č Ă î Ć Ă Č Þ î Řď öŊ Ý þďŘć
→
b = (b1, . . . , bm) ∈ R

m ť ŞŚ Ź ďŘćÂ Ş Œ þ ø À Ă Ă îü õ É £ È õ Řď Ś õ ýĄ ź ţ Æ Ż

ŰďĄ ň Ć Ş ,gi(
→
x) ≤ bi ýŚ ûýøŚ Æ õŚ œ Í ĺĄ Ů ,D ⊆ R

n Ć Ü ß Æ õ Ć Ă õŘć .À łŚ Şü õ

.ćĄłüõ ÓþÂãŮ D =
⋂m

i=1{
→
x∈ R

n : gi(
→
x) ≤ bi} = {→x∈ R

n : gi(
→
x) ≤ bi,1 ≤ i ≤ m}

.ćĄł ĆĂČÞî f(
→
x) Ćî ýďĄÏ ĆŞ ,ÀłŚŞüõ →

x∈ D ďŘćÂŞ öćÂî ŘÀČŢ éÀû

:ÝČûćüõ öŚÈœ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ Ďf ĄÞãõ

min f(
→
x)

gi(
→
x) ≤ bi , i = 1 . . . m

ýÂŮýĄì ÀČì ,ÀłŚŞ ýÀãŞ-n üĺÀČÜìŘ ýŚÌê Œþ ěŘ ýŘĆäĄÞźõÂþě ŰďĄň ĆŞ Śõ ĆĂõŘć ÂðŘ

Řď ĎŚŞ 2 ñŚůõ ÀĂœŚõ ,ÛŐŚÆõ ěŘ üÌãŞ .ÀœĄłüõ Û§ ÂŮť§Řď ÀČì 
þŘ ŚŞ ďć ÛŐŚÆõ ø ťĺŘ

Linear Programming �
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ťĺŘď ďć ŠÀ¡õ ÂČè ĆäĄÞźõ Œþ ø šİ ďć ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ Œþ :1 ÛØł

Œþ ěĄ Ă û üőŚ þď ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş .ťłĄ œ üőŚ þď ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş Œþ ŰďĄň Ć Ş öŘĄ ŮüÞ œ

ĆŞ Řď ùÀČżČŢ ÛŐŚÆõ ěŘ ýďŚČÆŞ öŘĄŮüõ Ćî üþŚźœŊ ěŘ ;ÀłŚŞüõ Śõ éÀû ýŘÂŞ üÜî ťóŚ§

ďć .ÀĂîüÞœ Śõ ĆŞ ÛŐŚÆõ Û§ ďć üœŘÀĂİ ŒÞî ľøď 
þŘ ,ćÂî ÛþÀśŮ üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ

ťúŻńŚą ýŚûùÀþŘ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ýŘÂŞ Řď Śõ ťĺć ľøď 
þŘ öćĄŞ üÜî ø üðćÂţÆð âìŘø

ŚŞ ĆØþďĄÎŞ ,ÝČĂî ďŚî ýÂŮńŚą ŰĎŚ§ ďć ÝČûćüõ ĳČŻÂŮ Śõ ĆźČţœ ďć .ćÀĂŞüõ ĆÜßÆõ Û§

.ÝČłŚŞ ĆţłŘć ďŚîøÂĺ ýÂŮŚśþě g ø f âŞŘĄŮ

ŠÀ¡õ ýÃþďĆõŚœÂŞ 3-1
ĆŞ Řď S ďć ĆÎÖœ øć Ćî üţĺŘď Íą Âû ÂðŘ ťĺŘŠÀ¡õ S ⊆ R

n ĆäĄÞźõ . 3-1 ÓþÂãŮ
ÂðŘ ťĺŘ ŠÀ¡õ S ⊆ R

n ĆäĄÞźõ Œþ ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ÀłŚŞ S ďć ćĄą ,ÀĂîüõ Ûňø Ýû

.λ →
x +(1− λ)

→
y∈ S ÝČłŚŞ ĆţłŘć λ ∈ [0,1] ø →

x,
→
y∈ S Âû ýŘÂŞ

Śûöěø Ćî →
y ø →

x üœěø 
ČÚœŚČõ ŰďĄň ĆŞ λ →
x +(1− λ)

→
y ĆÎÖœ ĆŞ ÝČœŘĄŮüõ Śõ

ýŚûřČîÂŮ ĆŞ ,Śû
ČÚœŚČõ ñÀõ 
þŘ .ÝČĂî ùŚÚœ ,(0 ≤ λ ≤ 1) ÀĂłŚŞüõ (1 − λ) ø λ ÂŞŘÂŞ

S ÛąŘć ŕŚÖœ ěŘ ŠÀ¡õ řČîÂŮ Âû ŰďĄň 
þŘ ďć ,ÀłŚŞ ŠÀ¡õ S ÂðŘ .ÀœŘéøÂãõ ŠÀ¡õ

.ťĺŘ ĆţÆŞ ŠÀ¡õ ýŚûřČîÂŮ ĆŞ ťśÆœ S ĆźČţœ ďć ,ćÂČðüõ ďŘÂì S öøďć ÃČœ

:ťĺŘ ùÀõŊ ŠÀ¡õ ýŚûĆäĄÞźõ ěŘ üþŚûñŚůõ Âþě ďć (ŠÀ¡õ ýŚûĆäĄÞźõ). 9-1 ñŚůõ
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{→x∈ R
n : || →x ||2 ≤ 1} : ýÀãŞ-n ŤĄŮ Œþ

R
n ěŘ ýďŘćÂŞ ýŚÌêÂþě Âû

šİ ťÞĺ ĆäĄÞźõ ,1 ÛØł ďć

ùÀõŊ ŠÀ¡õÂČè ýŚûĆäĄÞźõ ěŘ üþŚûñŚůõ Âþě ďć (ŠÀ¡õÂČè ýŚûĆäĄÞźõ). 10-1 ñŚůõ
:ťĺŘ

R
n − {→0}

ťĺŘď ťÞĺ ĆäĄÞźõ ,1 ÛØł ďć

â ŞŚ Ů Œ þ .À łŚ Ş ŠÀ ¡ õ Ć äĄ Þ ź õ Œ þ S ⊆ R
n À Č Ă î ŋÂ ê . 4-1 ÓþÂãŮ

Ý Č łŚ Ş Ć ţ łŘć λ ∈ [0,1] ø →
x,

→
y∈ S Â û ýŘÂ Ş Â ðŘ ,ť ĺŘ ŠÀ ¡ õ f : S → R

,S öćĄ Ş ŠÀ¡ õ Â ÏŚ £ Ş À Č Ă î ť ìć .f(λ
→
x +(1 − λ)

→
y ) ≤ λf(

→
x) + (1 − λ)f(

→
y )

ĆśĺŚ¡õ →
z ÍĺĄŮ Řď f ďŘÀÖõ öŘĄŮüõ ĆźČţœ ďć ø ,ÀłŚŞüõ S ĄÌä →

z = λ
→
x +(1− λ)

→
y

S ďć ŕŚÖœ ěŘ ŠÀ¡õ řČîÂŮ Âû ÂþĄÊŮ ÂðŘ ťĺŘ ŠÀ¡õ âŞŚŮ Œþ f ,ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ćÂî

.ÀłŚŞ ùÀł ćøÀ¡õ ĎŚŞ ěŘ ŚúœŊ ÂþøŚÊŮ ŠÀ¡õ řČîÂŮ ÍĺĄŮ f ť¡Ů

ŰďĄÊŞ Ć î f â ŞŚ Ů 9éŘÂÚ Č ŢŘ Â ðŘ ťĺŘ ŠÀ¡õ â ŞŚ Ů Œþ f ,üĺÀ Ă û ùŚ ðÀ þć ěŘ

ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ Œþ ,ćĄłüõ ÓþÂã Ů epi(f)
def
= {(→x, y) ∈ R

n+1 :
→
x∈ S, y ≥ f(

→
x)}

ýøď Řď ĆÎÖœ øć Ćî üţĺŘď Íą Âû Ćî ťĺŚĂãõ öŘÀŞ 
þŘ ,ýÀãŞ ÀĂİ âŞŘĄŮ ýŘÂŞ .ÀłŚŞ

.ćÂČð ďŘÂì âŞŚŮ ďŘćĄÞœ ýĎŚŞ Śþ ÛąŘć ďć ÀĂîüõ Ûňø Ýû ĆŞ f ďŘćĄÞœ

Ćî üãŞŚŮ ø k ∈ N ø x ∈ R
≥0 ýŘÂŞ xk ,ŚûôÂœ ,üÎą âŞŘĄŮ (ŠÀ¡õ âŞŘĄŮ). 11-1 ñŚůõ

.ÀĂłŚŞüõ ŠÀ¡õ üãŞŘĄŮ ,ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ 2 ÛØł ďć

epigraph �
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ŠÀ¡õ âŞŚŮ :2 ÛØł

.x ∈ R
≥0 Ćî √x üóŚØþćŘď âŞŘĄŮ (ŠÀ¡õÂČè âŞŘĄŮ). 12-1 ñŚůõ

:ÝþďŘć ,ťÆČœ ŠÀ¡õ √x âŞŚŮ ÝČĂČśŞ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ
√
1

2
0+

1

2
100 =

√
50 ≈ 7.07 >

1

2

√
0+

1

2

√
100 = 5

:ÀĂîüõ ëÀň Âþě ÍþŘÂł ďć Ćî ÀłŚŞüõ || →x || : R
n → R âŞŚŮ ,âŞŚŮ Œþ ôÂœ

.f(
→
0) = 0 ø →

x∈ R
n − {→0} Âû ýŘÂŞ || →x || > 0 •

.c ∈ R ø →
x∈ R

n Âû ýŘÂŞ ||c →
x || = |c|.|| →x || •

.(üůÜůõ ýøŚÆõŚœ) →
x,

→
y∈ R

n Âû ýŘÂŞ || →x +
→
y || ≤ || →x || + || →y || •

.ÀĂţÆû ŠÀ¡õ üãŞŘĄŮ ,ôÂœ âŞŘĄŮ . 1-1 Ýó

. λ ∈ [0,1] ⊆ R ø →
x,

→
y∈ R

n ø ÀłŚŞ ôÂœ âŞŚŮ Œþ ,|| →x || : R
n → R ÀČĂîŋÂê .ŰŚśŹŘ

:ÝþďŘć

||λ →
x +(1− λ)

→
y || ≤ ||λ →

x || + ||(1 − λ)
→
y ||
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= |λ|.|| →x || + |(1− λ)|.|| →
y ||

= λ|| →x || + (1− λ)|| →
y ||

�

.ÝþěŘćÂşŞ ŠÀ¡õ ýÃþďĆõŚœÂŞ ÓþÂãŮ ĆŞ ÝþŘùćŚõŊ Śõ ñŚ§

üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ Œþ . 5-1 ÓþÂãŮ

min f(
→
x)

gi(
→
x) ≤ bi , i = 1 . . . m

ďć .ÀĂłŚ Ş ŠÀ¡õ ,gi : R
n → R ÀČì âŞŘĄŮ ø f : R

n → R ďŘÀÖõ âŞŚ Ů ÂðŘ ťĺŘ ŠÀ¡õ

.ÀłŚŞüõ ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ Œþ ĆĂõŘć ,ťóŚ§ �þŘ ďć ÓþÂãŮ ÕśÏ ĆźČţœ

.ÝþÀĂõěŚČœ Âþě Ýó øć ĆŞ ŚźĂþŘ ďć

Ś û Si ÂðŘ â ìŘø ďć .ťĺŘ ŠÀ¡õ ćĄą ,ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ m ćďĄąÂ Ş Û¡õ . 2-1 Ýó
.ťĺŘ ŠÀ¡õ ÃČœ S =

⋂m
i=1 Si ,ÀĂłŚŞ ŠÀ¡õ üþŚûĆäĄÞźõ

,1 ≤ i ≤ m Âû ýŘÂŞ Ćî üþŚźœŊ ěŘ .λ ∈ [0,1] ø →
x,

→
y∈ S =

⋂m
i=1 Si ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

� .→z∈ ⋂m
i=1 Si = S ĆźČţœ ďć ,→z = λ

→
x +(1− λ)

→
y∈ Si ÝþďŘć Si öćĄŞ ŠÀ¡õ ÂÏŚ£Ş

�þŘ ďć .ÀłŚŞ ťŞŚŹ ćÀä Œþ b ∈ R ø ŠÀ¡õ âŞŚŮ Œþ g : R
n → R ÀČĂî ŋÂê . 3-1 Ýó

.ťĺŘ ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ Œþ S = {→x∈ R
n : g(

→
x) ≤ b} ⊆ R

n ĆäĄÞźõ ŰďĄň

λ
→
x +(1− λ)

→
y ÝČûć öŚÈœ ÝČûŘĄąüõ .ÀłŚŞ λ ∈ [0,1] ø →

x,
→
y∈ S ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

,ĆźČţœ ďć .g(λ
→
x +(1− λ)

→
y ) ≤ b ÝČĂî ťŞŚŹ ťÆČêŚî ďŚî 
þŘ ýŘÂŞ .ÀłŚŞüõ S ĄÌä

:ÝþďŘć

g(λ
→
x +(1− λ)

→
y ) ≤ λg(

→
x) + (1− λ)g(

→
y )
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≤ max{g(
→
x ), g(

→
y )} ≤ b

�

.ÀłŚŞüõ ĎŚŞ ýŚûÝó ěŘ ÝČÖţÆõ ýŘĆźČţœ Âþě ĆČÌì

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě ŠÀ¡õ ýÃþďĆõŚœÂŞ . 2-1 ĆČÌì

min f(
→
x)

gi(
→
x) ≤ bi , i = 1 . . . m

â ìŘø ďć ,Ý þÂ Č ðü õ Â Ñ œ ďć gi â ŞŚ Ů Í ĺĄ Ů ùÀ ł ďĄ Ê ¡ õ ýŚ Ì ê Řď Di Ć Ă õŘć

Œ þ ,ÀłŚ Şü õ D =
⋂m

i=1Di Ć î Ć Ü ß Æ õ � þŘ ýĆ Ă õŘć D .Di = {→x∈ R
n : gi(

→
x) ≤ bi}

.ťĺŘ ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ

→
x∈ D ÝČœŘćüõ .ÀłŚŞ f : R

n → R ø R
n ěŘ üúŮÂČè ĆäĄÞźõÂþě Œþ D ÀČĂîŋÂê

ùÂî Œþ ďć Řď ćĄą ďŘÀÖ õ 
þÂ ţÞî f(
→
x) ÂðŘ ťĺŘ D ďć f ýŘÂ Ş üãőĄõ ÝÞ Č Ă Č õ Œþ

ε ∈ R
>0 ÂðŘ ,ÂŮÕČìć ďĄÏ ĆŞ .ÀłŚŞ ĆţłŘć ,ćďŘć ďŘÂì D ÛąŘć ďć Ćî →

x ÃîÂõ ĆŞ ýÀãŞ-n
→
x ,f(

→
x) ≤ f(

→
y ) ÝČłŚŞ ĆţłŘć ,|| →x − →

y ||2 ≤ ε Ćî →
y∈ D Âû ýŘÂŞ Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø

ďć →
y ďŘćÂŞ Âû ýŘÂŞ ÂðŘ 
ČĂżÞû .ÀłŚŞüõ D ĆĂõŘć ďć f âŞŚŮ ýŘÂŞ üãőĄõ ÝÞČĂČõ Œþ

.ÀłŚŞüõ D ďć f ýŘÂŞ ÀČîŘ ÝÞČĂČõ Œþ →x ŰďĄň 
þŘ ďć ,ÀłŚŞ f(
→
x) ≤ f(

→
y ) ,D ĆĂõŘć

.ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ řČŮÂŮ 
ČÞû ĆŞ ÃČœ ÀČîŘ ø üãőĄõ ÝÞČÆîŚõ

ćŘÀãŮ Ćî ťĺŘ 
þŘ ,ÀĂłŚŞüõ üţ£ĺ ÛŐŚÆõ ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ Ćî üÜþĎć ěŘ üØþ

ĆŞ .ÀĂţÆû ďøć ďŚČÆŞ ÀČîŘ ĆĂČúŞ ĄÌä ěŘ Ćî ,ćďŘć ćĄŻø üãőĄõ ĆĂČúŞ ĄÌä ýćŚþě ďŚČÆŞ

ÀČîŘ ĆĂČúŞ ĄÌä Œþ ĆŞ Řď Śõ ÀœŘĄŮüÞœ Ýţ§ ďĄÏ ĆŞ üãőĄõ ĆĂČúŞ ĄÌä Œþ ÛČóć 
ČÞû

.ÀĂî üþŚÞĂûŘď

ďć ÀõŚ Č Ţ 
 þŘ Ć î À þć Ý ČûŘĄą ,Ý þćŘć Ć ŐŘďŘ ŠÀ¡õ ýÃþďĆ õŚ œÂ Ş ěŘ Ć î üÔ þďŚã Ů Ś Ş

ďć f âŞŚŮ ýŘÂŞ üãőĄõ ÝÞČĂČõ Âû ,Àþć ÝČûŘĄą âìŘø ďć .ćďŘÀœ ćĄŻø ŠÀ¡õ ýÃþďĆõŚœÂŞ

.ÀłŚŞüõ D ďć f ýŘÂŞ ÀČîŘ ÝÞČĂČõ Œþ ,ŠÀ¡õ ýÃþďĆõŚœÂŞ ďć D ĆĂõŘć
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ďŘćÂ Ş Âû ŰďĄň �þŘ ďć .ÀłŚ Ş ŠÀ¡õ âŞŚ Ů Œþ f : R
n → R ÀČĂî ŋÂê . 3-1 ĆČÌì

D ďć f ýŘÂŞ ÀČîŘ ÝÞČĂČõ Œþ ,D ⊆ R
n ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ ďć f âŞŚŮ ýŘÂŞ →x üãőĄõ ÝÞČĂČõ

.ÀłŚŞüõ

f ýŘÂŞ üãőĄõ ÝÞČĂČõ Œþ →x∈ D ø ĆĂõŘć ďć ĆÎÖœ Œþ →y∈ D ÀČĂîŋÂê .ŰŚśŹŘ
Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď λ ∈ [0,1] Ćî →

z = λ
→
x +(1− λ)

→
y ŠÀ¡õ řČîÂŮ Âû .ÀłŚŞ D ďć

→
z∈ D ,D öćĄ Ş ŠÀ¡õ ÂÏŚąĆ Ş ĆźČ ţ œ ďć .|| →

x − →
z || ≤ ε üĂã þ ,ÀłŚ Ş ŒþćÃ œ →x Ć Ş

:ÝþďŘć .ÀłŚŞüõ f(
→
x) ≤ f(

→
z ) ,ťĺŘ üãőĄõ ÝÞČĂČõ →x Ćî üþŚźœŊ ěŘ 
ČĂżÞû .ÀłŚŞüõ

f(
→
x) ≤ f(

→
z ) = f(λ

→
x +(1− λ)

→
y )

≤ λf(
→
x) + (1− λ)f(

→
y )

ťêÂð ĆźČţœ öŘĄŮüõ ,1− λ ≥ 0 Ćî üþŚźœŊ ěŘ .(1 − λ)f(
→
x) ≤ (1 − λ)f(

→
y ) ĆźČţœ ďć

� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ĆČÌì ø f(
→
x) ≤ f(

→
y )

Ć Ş ,→x= (x1, . . . , xn) ∈ R
n ü ĺÀ Č Ü ìŘ ôÂ œ öŚ Þ û Ś þ l2 À þďøŊ ćŚ þ Ć Ş . 13-1 ñŚůõ

ŰďĄ ň Ć Ş 10� ţ ú Ă õ ôÂ œ Ś þ l1 ø ,ćĄ łü õ Ó þÂ ã Ů || →
x ||2 def=

√∑n
i=1 x2i ŰďĄ ň

ýŘďŘć ñøŘ âŞď ďć →
x= (x1, x2) ∈ R

2 ďŘćÂ Ş ôŘÀî .ćĄłüõ ÓþÂãŮ || →
x ||1 def=

∑n
i=1 x2i

ďć →
x Ćî üþŚźœŊ ěŘ ?ÀłŚŞ 1 öŊ �ţúĂõ ôÂœ Ćî ŕÂł �þŘ ŚŞ ÀłŚŞüõ üĺÀČÜìŘ ôÂœ �þÂţØİĄî

ĆÜßÆõ �þŘ Û§ ýŘÂŞ Řď Âþě ýĆõŚœÂŞ .∑2i=1 |xi| =
∑2

i=1 xi ĆźČţœ ďć ,ćďŘć ďŘÂì ñøŘ âŞď

:ÝČÆþĄœüõ

min
√

x2
1

+ x2
2

x1 ≥ 0
x2 ≥ 0

x1 + x2 = 1

Manhattan �	
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,ćďŘć ćĄŻø ýÂţðďÃŞ ø ýøŚÆŮ ĆÎŞŘď üĂãþ ,ćďŘÀœ ďŘÂì ćĄą ťĺďć ôÂê ďć ĆõŚœÂŞ �þŘ ,ĆţśóŘ

:ÝČĂîüõ üÆþĄœěŚŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď ĆõŚœÂŞ �þŘ ÅŢ

min
√

x2
1

+ x2
2

−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0

x1 + x2 ≤ 1
−x1 − x2 ≤ 1

,ÀĂţÆû üÎą öĄİ ÀČì âŞŘĄŮ �ČĂżÞû ,ťĺŘ ŠÀ¡õ ,ťĺŘ ôÂœ Ćî üþŚźœŊ ěŘ ďŘÀÖõ âŞŚŮ

.ÀĂłŚŞüõ ŠÀ¡õ

üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ 4-1

ÂČąŘ ñŚĺ 60 ďć Ćî ťĺŘ ŠÀ¡õ ýÃþďĆõŚœÂŞ ěŘ Ýúõ ťóŚ§ Œþ ,LP üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

.ťĺŘ ĆţêÂð ďŘÂì ĆŻĄŮ ćďĄõ ďŚČÆŞ

:ÂðŘ ťĺŘ üÎą f : R
n → R âŞŚŮ . 6-1 ÓþÂãŮ

ø f(
→
x +

→
y ) = f(

→
x) + f(

→
y )

f(λ
→
x) = λf(

→
x)

.λ ∈ R ø →
x,

→
y∈ R

n ĆÞû ýŘÂŞ

:ťłĄœ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď öŊ öŘĄŮüõ ,f : R
n → R üÎą âŞŚŮ Âû ýŘÂŞ . ùÀûŚÈõ

f(
→
x) = 〈→c ,

→
x〉 =

n∑
i=1

cixi

ďć ) ťĺŘ À§Řø ćďŘÀœŚţĺŘ ďŘćÂŞ �ČõŘ i ÂŞŘÂŞ →ei= (0, . . . ,0,1,0, . . . ,0) ø ci = f(
→
ei) Ćî

.( ťĺŘ 0 ŚûöŚØõ ĆČÖŞ ďć ø 1 öŊ ôŘ i öŚØõ
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.ŰŚśŹŘ
f(

→
x) = f(

n∑
i=1

xi
→
ei) =

n∑
i=1

f(xi
→
ei) =

n∑
i=1

xif(
→
ei) =

n∑
i=1

cixi

�

.ÀĂłŚŞüõ ŠÀ¡õ ,üÎą âŞŘĄŮ . 4-1 Ýó

ďć .ÀłŚŞ λ ∈ [0,1] ø →
x,

→
y∈ R

n ø ÀłŚŞ üÎą âŞŚŮ Œþ f : R
n → R ÀČĂîŋÂê .ŰŚśŹŘ

:ĆźČţœ

f(λ
→
x +(1− λ)

→
y ) = f(λ

→
x) + f((1− λ)

→
y )

= λf(
→
x) + (1− λ)f(

→
y )

≤ λf(
→
x) + (1− λ)f(

→
y )

�

üÎą řČîÂŮ ÂŞŘÂŞ ŚfÖČìć öŊ ĆĂõŘć ďć ĆÎÖœ øć ěŘ üÎą řČîÂŮ Œþ ÂþĄÊŮ ,âìŘø ďć

.ÀłŚŞüõ ŚûöŊ ÂþøŚÊŮ
ŠÀ¡õ ĆõŚœÂŞ Œþ . 7-1 ÓþÂãŮ

min f(
→
x)

gi(
→
x) ≤ bi , i = 1 . . . m

ĆźČţœ ďć ø ÀĂłŚŞ üÎą gi : R
n → R ÀČì âŞŘĄŮ ø f : R

n → R ďŘÀÖõ âŞŚŮ ÂðŘ ťĺŘ üÎą

� þŘ ďć .À œĄ ł Ć ţ łĄ œ gi(
→
x) =

∑n
j=1 aijxj ø f(

→
x) =

∑n
j=1 cjxj ŰďĄň Ć Ş À Ă œŘĄ ţ Ş

:ÀþŊüõ ďć Âþě ŰďĄň ĆŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ŰďĄň

min
n∑

j=1

cjxj

n∑
j=1

aijxj ≤ bi , i = 1 . . . m
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ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ ýŚÌê :3 ÛØł

üþŘÁè ĆõŚ œÂŞ Œþ ćĄą ýŘÂŞ ÀûŘĄąüõ ýćÂê Âû (üþŘÁè Ýþęď ĆÜßÆõ) . 14-1 ñŚůõ
�ČĂżÞû ø ćďĄ£Ş üêŚî ďŘÀÖõ Ć Ş �Č õŚ ţ þø Âû ěŘ ěøď Âû ďć Ćî ýďĄÏ Ć Ş ,ÀłŚ Ş Ć ţłŘć

ěŘ ôÂð Âû ;ćďŘć ćĄŻø ŰøŚÔţõ ýŘÁè n .ćĄł ĆĂČÞî ćďĄąüõ Ćî üþŚûŘÁè ĆĂþÃû áĄÞźõ

i �ČõŚţþø ěŘ ôÂÚČÜČõ bi ĆŞ ěŚČœ öÀœŚõ ùÀœě ýŘÂŞ öŚÆœŘ .ćďŘć cj ∈ R ÂŞŘÂŞ üţÞČì ôŘ j ýŘÁè

ùÀœě �ČĂżÞû ø ÀĂĂî ĆĂČÞî Řď ćĄą üþŘÁè ĆĂþÃû ďŘÀÖõ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ ćŘÂêŘ .ćďŘć ěøď Âû ďć ôŘ

?ÀĂĂØŞ ÀþŚŞ Ćİ ÀĂœŚÞŞ

ýŘÂŞ Řď Âþě ĆõŚœÂŞ .ÀČûć ďŘÂì ,ćďĄąüõ ôćŊ Âû Ćî ôŘj ýŘÁè ěŘ ýďŘÀÖõ ÂŞŘÂŞ Řď xj

:ÝČÆþĄœüõ ĆÜßÆõ �þŘ

min
n∑

j=1

cjxj

xj ≥ 0 , i = 1 . . . n



20 üőŚþď ýÃþďĆõŚœÂŞ ø ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ 1 ÛÊê

n∑
j=1

aijxj ≥ bi , i = 1 . . . m

,ćďŘć ćĄŻø ýÂţðďÃŞ ø ýøŚÆŮ ĆÎŞŘď üĂãþ ,ćďŘÀœ ďŘÂì ćĄą ťĺďć ôÂê ďć ĆõŚœÂŞ �þŘ ĆţśóŘ

:ÝČĂîüõ üÆþĄœěŚŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď ĆõŚœÂŞ �þŘ ÅŢ

min
n∑

j=1

cjxj

−xj ≤ 0 , i = 1 . . . n

n∑
j=1

−aijxj ≤ bi , i = 1 . . . m

Àł ĆţÔð Ćî ďĄÏöŚÞû .ÀþďøŊ ćŚþ ĆŞ Řď ĆØśł ďć ďŚł ĆÜßÆõ (ďŚł ĆØśł) . 15-1 ñŚůõ
ěŘ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,ćĄŻø �þŘ ŚŞ .ťłŘć ćĄŻø ĆÜßÆõ �þŘ Û§ ýŘÂŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ üþŚûÝţþďĄÚóŘ

.ÝČĂî öŊ Û§ ďć üãĺ ÃČœ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ýŚûÛ§ ùŘď ÕþÂÏ

ďć .ćĄłüõ ćď e ñŚþ ěŘ Ćî ÀłŚŞ ýďŚł ďŘÀÖõ e ∈ E ñŚþ Âû ýŘÂŞ xe ÀČĂî ŋÂê

:ÝþďŘć Řď Âþě ĆõŚœÂŞ ĆźČţœ

max
∑

e∈OUT (s)

xe −
∑

e∈IN(s)

xe

xe ≥ 0 , ∀ e ∈ E

xe ≤ c(e) , ∀ e ∈ E

∑
e∈OUT (s)

xe =
∑

∈IN(s)

xe , ∀ v ∈ V − {s, t}

ýÃþďĆõŚœÂŞ Ćî ýďĄÎŞ ,ÝČţÆû ĆõŚœÂŞ �þŘ üÆþĄœěŚŞ ĆŞ ďĄśźõ ,Àł ĆţÔð ĆżœŊ ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ

:ÀþŊüõďć Âþě ŰďĄň ĆŞ öŊ üÎą

min
∑

e∈IN(s)

xe −
∑

e∈OUT (s)

xe
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−xe ≤ 0 , ∀ e ∈ E

xe ≤ c(e) , ∀ e ∈ E

∑
e∈OUT (s)

xe −
∑

∈IN(s)

xe ≤ 0, ∀ v ∈ V − {s, t}

∑
e∈IN(s)

xe −
∑

∈OUT (s)

xe ≤ 0, ∀ v ∈ V − {s, t}



2 ÛÊê

üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

ýÃþďĆõŚœÂŞ ďć ŚûöŊ 
ţłĄœ ùĄ¡œ ŚŞ ø ÝČţąŘćÂŢ ýěŚĺĆĂČúŞ ÛŐŚÆõ üĺďÂŞ ĆŞ Ûśì Ç£Ş ďć

ýŘÂŞ éďŚãţõ ýŚûôÂê ÝþďŘć ÀÊì ÛÊê 
þŘ ďć .ÝþÀł ŚĂłŊ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ø üőŚþď

.ÝČĂî üĺďÂŞ Řď canonical ø standard ôÂê ÛõŚł , üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ 
ţłĄœ

üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ýŚûôÂê 1-2

:ÝČţłĄœüõ Âþě ŰďĄň ĆŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆÜßÆõ Œþ Ćî ÀþďøŊ ćŚþ ĆŞ Ûśì Ç£Ş ěŘ

min
n∑

j=1

cjxj

xj ≥ 0 , i = 1 . . . m
n∑

j=1

aijxj ≥ bi , i = 1 . . . m

:ÝČÆþĄĂŞ ÃČœ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ Œþ öŘĄŮüõ üðćŚĺ ýŘÂŞ

min〈c, x〉

〈ai, x〉 ≥ bi , i = 1 . . . m

ai ∈ R
n , i = 1 . . . m

22



23 üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ 2 ÛÊê

xj ≥ 0 , i = 1 . . . m

:ťłĄœ ÂŮùćŚĺ üœŚČŞ ĆŞ öŘĄŮüõ .ÀłŚŞüõ üÜąŘć ŠÂő ťõĚä 〈 , 〉 Ćî

min〈c, x〉

Ax ≥ b

x ≥ 0

:ćĄłüõ ĆţłĄœ Âþě ŰďĄň ĆŞ standard ôÂê ďć üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞŒþ . 1-2 ÓþÂãŮ

min〈c, x〉

Ax = b

x ≥ 0

:ćĄłüõ ĆţłĄœ Âþě ŰďĄň ĆŞ canonical ôÂê ďć üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞŒþ �ČĂżÞû

min〈c, x〉

Ax ≥ b

x ≥ 0

ŚûôÂê �þÂŮřóŚŻ ø �þÂŮÝúõ ěŘ ôÂê øć �þŘ üóø ,ćďŘć ćĄŻø ÃČœ ýÂÚþć ŰøŚÔţõ ýŚûôÂê

öŚ Č Ş ýŘÂ Ş �ØÞ õ ýŚûôÂ ê � þÂ Ůü Ü î ěŘ üØ þ .À Ă łŚ Şü õ üÎą ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş öŚ Č Ş ýŘÂ Ş

,ýÂ ŞŘÂ ŞŚ œ ýÂĺ Œþ ýŘďŘć Ćî ,ćÂî ďĄÊŮ ŰďĄň �þŘ Ć Ş öŘĄ Ůüõ Řď üÎą ýÃþďĆõŚ œÂ Ş

:ÀłŚŞüõ ćŘěŊ ÂČçţõ ýćŘÀãŮ ø üÔĂõŚœ ÂČçţõ ýćŘÀãŮ ,ýÂŞŘÂŞ

〈ai, x〉 = bi , i ∈ E

〈ai, x〉 ≥ bi , i ∈ I+

〈ai, x〉 ≤ bi , i ∈ I−

xj ≥ 0 , j ∈ N
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.ÀœďŘć ďŘÂì ĳÎĺ Œþ ďć öŚČŞ ŰďÀì àŚ¡ó ěŘ ŚûôÂê 
þŘ ôŚÞŮ Ćî ťĺŘ 
þŘ ĆŻĄŮ řóŚŻ ĆţØœ

Œþ öŘĄŮüõ ĆœĄÚİ Ěf ůõ .ćÂî ÛþÀśŮ ýÂÚþć ĆŞ Řď ŚûôÂê 
þŘ ěŘ ôŘÀî Âû öŘĄŮüõ âìŘø ďć

;ćÂî ÛþÀśŮ standardťóŚ§ ďć LP Œþ ĆŞ Řď üÜî ťóŚ§ ďć LP

ýÂŞŘÂŞŚœ Âû ýŘÂŞ Śõ ŘÀţŞŘ ďć (standardťóŚ§ ĆŞ üÜî ťóŚ§ ěŘ LP ÛþÀśŮ). ùÀûŚÈõ
:ÝČÆþĄœüõ ø ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ yi üØÞî ÂČçţõ Œþ 〈ai, x〉 ≤ bi

〈ai, x〉 + yi = bi , yi ≥ 0

�þŘ řČŮÂŮ �þŘ ĆŞ ,ÀłŚŞüõ 〈−ai, x〉 ≤ −bi ŚŞ ÂŞŘÂŞ 〈ai, x〉 ≥ bi Ćî üþŚźœŊ ěŘ �ČĂżÞû

ĆŞ öÀČĺď ýŘÂŞ �ČĂżÞû .ćÂî ÛþÀśŮ ýÂŞŘÂŞ ĆŞ ľøď �ČÞû ĆŞ öŘĄŮüõ ÃČœ Řď Śû ýÂŞŘÂŞŚœ

Řď üÖČÖ§ ćÀä Âû Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÝČĂî éÁ§ Řď ćŘěŊ ýŚûÂČçţõ ťĺŘ ôěĎ standard ôÂê

ŰďŚśä xj ćŘěŊ ÂČçţõ Âû ýŚŻ ĆŞ ÅŢ ,ťłĄœ üÔĂõŚœ ćÀä øć éĚţąŘ ŰďĄň ĆŞ öŘĄŮüõ

üÜî ťóŚ§ ďć LP Œþ řČŮÂŮ �þŘ ĆŞ .ÀĂłŚŞüõ x+
j , x−

j ≥ 0 Ćî ,ÝČûćüõ ďŘÂì Řď x+
j − x−

j

.ćĄłüõ ÛþÀśŮ standard ťóŚ§ ĆŞ

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě LP . 1-2 ñŚůõ

max(x1 + 3x2)

2x1 − x2 ≥ 10
x2 ≥ 0

üÔĂõŚœ ÂČçţõ øć Ćî x+
1
− x−

1
ŰďŚśä ø ,ÝČĂî ĆêŚőŘ ñøŘ ĆóćŚãõ ĆŞ Řď y1 üØÞî ÂČçţõ ÂðŘ

ťóŚ§ ěŘ Řď ñŘĄĺ �þŘ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ �ČĂżÞû ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ñøŘ ÂČçţõ ýŚŻ ĆŞ Řď ,ÀĂţÆû

ôÂê ĆźČţœ ďć ,ÝČĂî ĆĂČÞî Řď ďŘÀÖõ âŞŚŮ üÔĂõ ,ÝþďøŚČŞ öćÂî ĆĂČÞî ťóŚ§ ĆŞ öćÂî ĆĂČÈČŞ

:ÀþŊüõ ďć Âþě ŰďĄň ĆŞ LP �þŘ standard

min(−x+
1

+ x−
1
− 3x2)
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2x+
1
− 2x−

1
− x2 − y1 = 10

x+
1
, x−
1
, x2, y1 ≥ 0

.ÀłŚŞüõ max〈c, x〉 = −min〈−c, x〉 Ćî

üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ 2-2

Ax = bŰĎćŚãõ .ÝČĂî ďŚî standardťóŚ§ ďć LP ÝţÆČĺ ŚŞ ÝČûŘĄąüõ ÂőŚ§ ñŚ§ ďć

.ÝþŘĆţêÂð ÂÑœ ďć ťĺŘ öĄţĺ n ø ÂÎĺ m ŚŞ ÅþÂŮŚõ Œþ A Ćî Řď

;ÀłŚŞüõ öŊ üœĄţĺ ýŚÌê ÀãŞ 
ČĂżÞû ø ýÂÎĺ ýŚÌê ÀãŞ ÂŞŘÂŞ ÅþÂŮŚõ Œþ ĆśŮď

ćŘÀãŮ ÅþÂŮŚõ ĆśŮď ÂÚþć ŰďŚśä ĆŞ .ÀœÂŞŘÂŞ Ýû ŚŞ ďŘÀÖõ øć 
þŘ ćĄłüõ ťŞŚŹ üÎąÂśŻ ďć

.ÀłŚŞüõ ÅþÂŮŚõ Œþ üÎą ÛÖţÆõ ýŚû(öĄţĺ)ÂÎĺ

ýÂÎĺ ÂŢ ĆśŮď ýŘďŘć AÅþÂŮŚõ ÝČĂî ŋÂê ÝČœŘĄŮüõ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ŚźĂþŘ ďć

.m = rank(A) ≤ n Ćî ÝČþĄÚŞ ÝČœŘĄŮüõ 
ČĂżÞû .m ≤ nřČŮÂŮ 
þŘ ĆŞ Ćî ,ťĺŘ

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě ýŚûýÂŞŘÂŞ ÝţÆČĺ . 2-2 ñŚůõ

x1 + x2 = 5

2x2 + x3 = 8

3x1 + 5x2 + x3 =?

øć řČîÂŮ ěŘ ŘÂþě ,ćďĄąüÞœ ćďć ĆŞ ôĄĺ ýÂŞŘÂŞ ,ÀłŚŞ 23 ÂŞŘÂŞ ùÀÈœ ĆţłŘÁð ďŘÀÖõ ÂðŘ

.ćďŘÀœ ŠŘĄŻ ÝţÆČĺ ÀłŚśœ 23 ÂŞŘÂŞ ďŘÀÖõ �þŘ ÂðŘ .ÀþŊüõ ťĺÀŞ ñøŘ ýÂŞŘÂŞ

ÓþÂãŮ A ôŘ j öĄţĺ üĂãõ ĆŞ Řď Aj ø AÅþÂŮŚõ ôŘ i ÂÎĺ üĂãõ ĆŞ Řď Ai ŚźĂþŘ ďć

.ÝČĂîüõ
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Ai ÀČĂîŋÂê .ÝČĂîüõ ťŞŚŹ ,ÝþÂî A ùďŚŞďć Ç£Ş 
þŘ ýŘÀţŞŘ ďć Ćî Řď üőÂê ñŚ§

,Ai =
∑

j �=i λjA
j ťłĄœ öŘĄŮüõ ĆźČţœ ďć .ÀłŚŞ üÎą ýĆţÆŞŘø ÂÚþć ýŚûÂÎĺ ĆŞ ťśÆœ

:ÝþďŘć ,Ax = bŰĎćŚãõ ùŚÚţĺć ýŘÂŞ xŠŘĄŻ Âû ýŘÂŞ ŰďĄÊĂþŘ ďć Ćî

bi = 〈Ai, x〉 = 〈
∑
j �=i

λjA
j , x〉

=
∑

λj〈Aj , x〉 =
∑

λjbj

ťĺÀŞ ÂÚþć ŰĎćŚãõ ěŘ ôŘ i ĆóćŚãõ ŰďĄÊĂþŘ ďć bi =
∑

λjbj ÂðŘ ĎŚŞ ýŚûĆţÔð ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ

.ÀĂîüÞœ ëÀň ŰĎćŚãõ ÝţÆČĺ ďć ýŘ x žČû ,ŰďĄÊĂþŘ ÂČè ďć .ťĺŘ ùÀþŚêüŞ ø ÀþŊüõ

ďć ĆźČ ţ œ ďć .ťĺŘ ùÀûŚÈõ ÛŞŚ ì üĺøŚð éÁ§ ľøď ďć üţ§Řď Ć Ş ŰĎŚ§ 
þŘ øć Âû

ŰĎćŚãõ ÝţÆČĺ ÃČœ ôøć ťóŚ§ ďć ø ,ćĄł éÁ§ ÅþÂŮŚõ ěŘ ÀœŘĄŮüõ ÂÎĺ 
þŘ ñøŘ ťóŚ§

üÎą ÛÖţÆõ AÅþÂŮŚõ ýŚûÂÎĺ ÝČĂîŋÂê ÝČœŘĄŮüõ ,ŚûĆţÔð 
þŘ ĆźČţœ ďć .ćďŘÀœ ŠŘĄŻ

.ÀĂłŚŞüõ

ďć .ÝČĂî áøÂł Řď ďŚî ťĺŘ m = n öŊ ďć Ćî üňŚą ťóŚ§ ŚŞ ÀČþŚČŞ ,ŋÂê 
þŘ ŚŞ

Ćź Č ţ œ ďć ø ÀłŚ Şüõ Â þÁ ŢöøďŘø ÅþÂ ŮŚ õ Œþ A ,rand(A) = m = n öĄİ ťóŚ§ 
þŘ


þŘ ĆźČţœ ďć x ≥ 0 ÂðŘ .ÀłŚŞüõ x = A−1b ýŚţØþ ŠŘĄŻ ýŘďŘć Ax = bŰĎćŚãõ ÝţÆČĺ

.ÀłŚŞüõ ÂÑœ ćďĄõ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ŠŘĄŻ ŚúĂŮ ,ďŘÀÖõ

ýŚûŠŘĄŻ ěŘ ĆäĄÞźõ Œþ ýĆÊ£Èõ Ćî ÝþćÂî ùćŚÔţĺŘ Řď ùćŚĺ ùÀûŚÈõ 
þŘ Śõ

ÂŮĄÜŻ ĆØœŊ ěŘ Ûśì .ÝČĂČśŞ ,ÀĂîüõ ŚÔþŘ ùÀĂþŊ ýŚûýÂČðÝČÞÊŮ ďć Řď Ýúõ ÇÖœ Œþ Ćî 
ØÞõ

:ÝþÀĂõěŚČœ Âþě ÓþÂãŮ ĆŞ ,ÝþøÂŞ

ýŚûŠŘĄŻ ĆäĄÞźõ öŘĄ Ă ä Ć Ş Řď P = {x|x ≥ 0 , Ax = b} Ć äĄÞźõ . 2-2 ÓþÂãŮ
.ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć �ØÞõ

.ÀĂîüõ ďŘÂìÂŞ Řď ∑
j xjAj = b ýÂŞŘÂŞ ,Ax = bŰĎćŚãõ ÝţÆČĺ ýŘÂŞ ŠŘĄŻ Œþ

ÝţÆČĺ ýŘÂŞ ŠŘĄŻ Œþ ,ćĄł b ďŘćÂŞ ÂŞŘÂŞ Ćî A ýŚûöĄţĺ ěŘ üÎą řČîÂŮ Âû ,âìŘø ďć

ÛÖţÆõ Ćî Řď A ýŚûöĄţĺ ěŘ I ⊂ {1, . . . , n} ýĄÌä m ýŚûĆäĄÞźõ .ÀłŚŞüõ ŰĎćŚãõ
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ýŘĆäĄÞźõ 
ČĂİ Œþ ÛìŘÀ§ ,rand(A) = m Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć ,ÀĂłŚŞ üÎą

0 ,ÀĂţÆČœ I ĄÌä Ćî üþŚûÅþÀœŘ ýŘÂŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø x ýŚţØþ ďŘćÂŞ I Âû ýŘÂŞ .ćďŘć ćĄŻø

ÛØÈţõ üÆþÂŮŚõ ÂŞŘÂŞ Řď AI ÂðŘ ,âìŘø ďć .ÀĂî ëÀň Ax = bŰĎćŚãõ ÝţÆČĺ ďć ø ÀłŚŞ

ďć x ěŘ I ĆäĄÞźõ ýŚûÅþÀœŘ ěŘ ÛØÈţõ ýďŘćÂŞ Řď xI ø ,A ěŘ I ĆäĄÞźõ ýŚûöĄţĺ ěŘ

ø xI = A−1
I b Ćî ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ŰďĄň 
þŘ ĆŞ Řď x ďŘćÂŞ ŰďĄň 
þŘ ďć ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ

.(ÀłŚŞüõ ÂþÁŢöøďŘø üãŞÂõ ÅþÂŮŚõ Œþ AI ,ÓþÂãŮ ÕśÏ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ÂÑœ ďć) xI = 0

üŮŚ õÀÖ õ ŠŘĄŻ Œþ ÀłŚ Ş ùÀł ÓþÂã Ů ĎŚ Ş ŰďĄň Ć Ş Ćî x ďŘćÂ Ş Œþ . 3-2 ÓþÂãŮ
ŠŘĄŻŒþ öŊ Ć Ş ø x ∈ P ŰďĄň �þŘ ďć ,x ≥ 0 ÂðŘ .ÀłŚ Şüõ I ĆäĄÞźõ Ć Ş řÆţĂõ

.ÝČþĄîüõ üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ

.ÝþěŘćÂŢüõ ,ćěŚĺüõ üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ Ćî âŞŚŮ Œþ ñŚůõ ĆŞ ŚźĂþŘ ďć

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě LP . 3-2 ñŚůõ

min〈x, (−1,1,0)T 〉

Ax = b

A =

(
1 2 0

1 2 1

)
, b =

(
4

7

)

:ĆźČţœ ďć ,I1 = {1,3} ÝČûćüõ ďŘÂì ŘÀţŞŘ ďć

AI� =

(
1 0

1 1

)

:ÝþďŘć ÅŢ(
1 0

1 1

) (
x1

x3

)
=

(
4

7

)

⇒
(

x1

x3

)
=

(
4

3

)
⇒ x =

⎛
⎜⎜⎝
4

0

3

⎞
⎟⎟⎠
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:ĆźČţœ ďć ,I2 = {2,3} ÝČûćüõ ďŘÂì Åşĺ

AI� =

(
2 0

2 1

)

:ÝþďŘć ÅŢ(
2 0

2 1

) (
x2

x3

)
=

(
4

7

)

⇒
(

x2

x3

)
=

(
2

3

)
⇒ x =

⎛
⎜⎜⎝
0

2

3

⎞
⎟⎟⎠

üÎą ÛÖţÆõ A2 ø A1 Âþě ,ćÂî ŠŚ£ţœŘ öŘĄŮüÞœ Řď I3 = {1,2} ĆäĄÞźõ ÀČĂî ťìć
ŠŘĄŻ øć Âû Ćî ťłŘć ćĄŻø üŮŚõÀÖõ ŠŘĄŻ øć ñŘĄĺ �þŘ ýŘÂŞ ĆźČţ œ ďć .ÀĂłŚŞüÞœ

.ÀœćĄŞ üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ

Â þě Ý ó đÂł Ć Ş Ś õ ,( ü ŮŚ õÀÖ õ 
ØÞõ ŠŘĄŻ ) bfs ôĄú Ô õ öÀł Â Ů
łøď ýŘÂ Ş

.Àł ÀûŘĄą ŰŚśŹŘ ŰŚ¡ČőĄŮ ĆõŘćŘ ďć Ýó 
þŘ .ÝþěŘćÂŢüõ

ýŘďŘć LP �þŘ ,ÀłŚ Ş Ć Ă Č ú Ş ŠŘĄŻ Œþ ýŘďŘć standard ôÂ ê ďć LP Œþ ÂðŘ . 1-2 Ýó
.ÀłŚŞüõ üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ Ćî ťĺŘ ýŘĆĂČúŞ ŠŘĄŻ

,ÀłŚŞ ĆţłŘć ÀœŘĄŮüõ ñŘĄĺ Ćî üûŚĂţõŚœ ĆĂõŘć ćĄŻø ŚŞ ?ÀþĄðüõ Śõ ĆŞ ÃČİ Ćİ ĎŚŞ Ýó

ďć .ÝČĂî ćøÀ¡õ Śû bfs üĂãþ ,ńŚą ø üûŚĂţõ ĆäĄÞźõ Œþ ĆŞ Řď ćĄą ĆŻĄŮ ÝČœŘĄŮüõ Śõ

Řď öŊ ,ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ćĄŻø ŰďĄň ďć Ćî ćďŘć ćĄŻø brute force ÝţþďĄÚóŘ Œþ ,ŰďĄň 
þŘ

.ÀĂîüõ ŘÀČŢ LP ýŘÂŞ
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(Brute force) ÝţþďĄÚóŘ

.A, b, c :ýćøďø
.Z = ∞ : ĆČóøŘ üûćďŘÀÖõ

:
î ÛÞä Âþě ŰďĄň ĆŞ I ⊂ {1, . . . , n} ýĄÌä m ĆäĄÞźõÂþě Âû ýŘÂŞ
bfs ,x ÀČĂî ŋÂê ,ŰďĄň 
þŘ ďć A−1

I b ≥ 0 ø ćĄŞ ÂþÁŢğĄØãõ AI ÂðŘ
.xI = 0 ø xI = A−1

I b üĂãþ ,ÀłŚŞ I ĆŞ ŕĄŞÂõ
.xbest = x ø Z = 〈x, c〉 ÀČûć ďŘÂì ŰďĄň 
þŘ ďć 〈x, c〉 < Z ÂðŘ

.ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ 
þÂţúŞ öŘĄĂä ĆŞ xbest : üŻøÂą

ďŘÂØŮ ýćŚþě ćŘÀãŮ Ćî ÝČĂČŞüõ ,ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ ýŘÂŻŘ öŚõě üţìø

.ćĄłüõ nřÆ§ ÂŞ üþŚÞœ ďŘÀÖõ Œþ m = n
2
ýŘÂŞ Ěf ůõ Ćî ,ÝþďŘć

øć üœěø �ČÚœŚČõ ÂðŘ ,ćĄłüõ ĆţÔð P ýŘÂŞ 1À§ ĆÎÖœ Œþ ,x ∈ P ĆÎÖœ ĆŞ . 4-2 ÓþÂãŮ
ĆŞ ŠÀ¡õ řČîÂŮ Œþ ÂðŘ ťĺŘ y, z ĆÎÖœ øć üœěø �ČÚœŚČõ x ĆÎÖœ .ÀłŚśœ y, z ∈ P ĆÎÖœ

.ÀłŚŞ ĆÎÖœ øć �þŘ ěŘ λy + (1− λ)z ŰďĄň

ĆäĄÞźõ À§ ĆÎÖœ →0 
ČĂżÞû .ÀĂłŚŞüõ {0,1} ÂŞŘÂŞ [0,1] ùěŚŞ ďć À§ ŕŚÖœ ñŚůõ ýŘÂŞ

.ÀłŚŞüõ {x ∈ R|x ≥ 0}

,ĆäĄÞźõ �þŘ À§ ŕŚÖœ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď {x ∈ R| ||x||2 ≤ 1} ýĆäĄÞźõ . 4-2 ñŚůõ
.ÀłŚŞüõ {||x||2 = 1} ĆäĄÞźõ

ýÀ§ ŕŚÖœ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ýÀãŞ-2 Ć¡Ôň ďć 1 ÛØł ÕśÏ üãÜőÀĂİ Œþ . 5-2 ñŚůõ
.ÀĂłŚŞüõ öŊ ğĄŐď ,üãÜőÀĂİ �þŘ

.ÀłŚŞ ýÀ§ ĆÎÖœ Œþ x ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ bfsŒþ x . 2-2 Ýó

extreme �
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ôŘÀî Âû ŚúœŊ ďć Ćî Řď üþŚûŚţĺŘď 
ČĂżÞû ;À§ ğĄŐď öŘĄĂä ĆŞ üãÜőÀĂİ ğĄŐď :1 ÛØł
.ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÀĂţÆû ĆĂČÞî ŕŚÖœ ĆČÖŞ ĆŞ ťśÆœ ŚţĺŘď öŊ ďć ,À§ ŕŚÖœ ěŘ

bfs ⇒ extreme .ŰŚśŹŘ
ü Ă ã þ ,À łŚ Ş Ã Č œ z ø y Ć Î Ö œ øć ü œěø 
 Č Ú œŚ Č õ ø À łŚ Ş bfsŒ þ x À Č Ă î ŋÂ ê

.xj = λyj + (1 − λ)zj ÝþďŘć j Âû ýŘěŘ ĆŞ ĆźČţœ ďć .0 < λ < 1 Ćî x = λy + (1− λ)z

:ÝþďŘć j �∈ I ýŘÂŞ

0 = xj = λyj + (1− λ)zj

,ÀĂ ţÆû P ďć z ø y Ćî üþŚźœŊ ěŘ .yj = zj = 0 ,j �∈ I ýŘÂŞ ĆźČţ œ ďć .yj, zj ≥ 0 üóø
:ÝþďŘć

yI = zI = A−1
I b = xI

.ÀłŚŞüõ ýÀ§ ĆÎÖœ Œþ x Ćî ťĺŚĂãõ öŘÀŞ 
þŘ .x = y = z ĆźČţœ ďć ø

extreme ⇒ bfs

Œþ ĆŞ J = {j|xj > 0} ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ťĺŘ bfsŒþ x Ćî ÝČĺďüõ ĆźČţœ 
þŘ ĆŞ ŘÀţŞŘ ďć

ÕśÏ Ćî ÀłŚŞ ĆţÆŞŘø ĆäĄÞźõ 
þŘ ÂðŘ .ÀĂî ùďŚłŘ A ěŘ üÎą ÛÖţÆõ ýŚûöĄţĺ ěŘ ĆäĄÞźõ

ěŘ ĆäĄÞźõ 
þŘ ÂðŘ ÅØãóŚŞ ø ÀłŚŞ bfs ÀœŘĄŮüÞœ x Ćî ÝČĺďüõ ĆźČţœ 
þŘ ĆŞ ÓþÂãŮ

ěŘ ÛÖ ţÆõ ĆäĄÞźõ Œþ Ć Ş Řď J ĆäĄÞźõ öŘĄ Ůüõ đĄőø Ć Ş ,À ĂłŚ Ş ÛÖ ţÆõ ŚûöĄţĺ

ĆäĄÞźõ ĆŞ ŕĄŞÂõ bfs ,x ĆźČţœ ďć .ćŘć ľÂţÆð |I| = m Ćî I Ûůõ AÅþÂŮŚõ ýŚûöĄţĺ



31 üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ 2 ÛÊê

.ÀłŚŞüõ I

ŰďĄň 
þŘ ďć .J = {j|xj > 0} ÝČûćüõ ďŘÂì .ÀłŚśœ bfs ,x À§ ĆÎÖœ ÀČĂî ŋÂê

ďć Ćî ćďŘć ćĄŻø v ÂÔňŚœ ďŘćÂŞ Œþ ĆźČţ œ ďć ø ÀĂłŚŞüõ üÎą ĆţÆŞŘø AJ ýŚûöĄţĺ

:ÝþďŘć ĆźČţœ ďć .Av = 0 ø ÀłŚŞ 0 ,J ěŘ ŽďŚą

A(x
+− λv) = Ax

+− λAv = Ax = b

Ć Ş Řď λ > 0 ÂðŘ .ÀłŚ Şüõ Ax = b ÂŞŘÂ Ş ÝţÆČĺ ýŘÂŞ ŠŘĄŻ Œþ x +− λv ÂÚþć öŚČ Ş Ć Ş

ďć v ŘÂþě)ÀœĄłüõ üÔĂõŚœ x − λv ø x + λv ďŘćÂŞ øć ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ŒİĄî üêŚî ùěŘÀœŘ

:ÝþďŘć ĆźČţœ ďć ø x
+− λv ∈ P ÅŢ .(ťĺŘ 0 J ĆäĄÞźõ ěŘ ŽďŚą

x =
1

2
(x + λv)︸ ︷︷ ︸

=y

+ (x − λv)︸ ︷︷ ︸
=z

� .ÝČĺďüõ ËìŚĂŮ ĆŞ x öćĄŞ À§ ĆÎÖœ ŋÂê ŚŞ Ćî

ĆŞ ćďŘć ćĄŻø c ďŘćÂŞ ýŘÂŞ ŠŚ£ţœŘ Œþ ŰďĄň �þŘ ďć ,ÀłŚŞ bfs Œþ x ÂðŘ . 3-2 Ýó
.〈x, c〉 < 〈y, c〉 ÝČłŚŞ ĆţłŘć y ∈ P Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ýďĄÏ


þŘ ĆŞ Řď c Śõ .xj = 0 ÝþďŘć j �∈ I ýŘÂŞ ĆźČţœ ďć ,ťĺŘ bfsŒþ x Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ŰŚśŹŘ
ďŘÂì ,j �∈ I Âû ýŘÂŞ ø cj = 0 ÝČûćüõ ďŘÂì j ∈ I Âû ýŘÂŞ Ćî ÝČĂîüõ ŠŚ£ţœŘ řČŮÂŮ

) ÀłŚŞüõ yI �= 0ŰďĄň 
þŘ ďć , y �= x ÂðŘ .ťĺŘ 〈x, c〉 = 0 đĄőĄŞ .cj = 1 ÝČûćüõ

ďć , yI ≥ 0 Ćî üþŚźœŊ ěŘ 
Č ĂżÞû ø ( y = x ĆźČţ œ ďć ø yI = xI ŰďĄň
þŘ ÂČè ďć

.ćĄłüõ ŰŚśŹŘ Ýó ø ,ťĺŘ 〈y, c〉 > 〈x, c〉řČŮÂŮ 
þŘ ĆŞ ø 〈y, c〉 =
∑

j �=I yj > 0 ĆźČţœ

øć 
ČÚœŚČõ ,ÀłŚśœ bfsŒþ x ÂðŘ üĂãþ .ťĺŘ ĳőŘø Ýó 
þŘ ÂÚþć éÂÏ ÀČĂî ťìć

� .ÀłŚŞ ÂţÞî ŚúœŊ ýøć Âû ěŘ ÀœŘĄŮüÞœ ,ýďŘćÂŞ žČû ýŘÂŞ ĆźČţœ ďć ø ÀłŚŞüõ z ø y ĆÎÖœ

.ÝČĂî ťŞŚŹ Řď 5 Ýó ,ÝþŘùćŚõŊ Śõ ñŚ§

Û§ ĆÜßÆõ ,ÀłŚŞ bfsŒþ x∗ ÂðŘ .ćďŘć ćĄŻø x∗ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ
:ÝČĂî ŘÀČŢ Âþě ĆÖÜ§ ÍĺĄŮ bfsŒþ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ŰďĄň 
þŘ ÂČè ďć .ťĺŘ
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.
î áøÂł x0 üþŘÀţŞŘ ŠŘĄŻ Œþ ŚŞ •

öĄİ ,
î ÓìĄŮ Ćî ćĄŞ üÎą ÛÖţÆõ ,j ∈ J Ćî Aj ÂðŘ .J = {j|x0j > 0} ùÀŞ ďŘÂì •

î ŠŚ£ţœŘ řČŮÂŮ 
þŘ ĆŞ 6 Ýó ÕśÏ Řď v ďŘćÂŞ ,ŰďĄÊĂþŘ ÂČè ďć .ťĺŘ bfsŒþ x

.vj = 0 ,xj = 0 Âû ýŘÂŞ ø Av = 0 Ćî

Ćî ùÀŞ ďŘÂì üÆþÀœŘ ÂŞŘÂŞ Řď k ćÀä •
∣∣∣∣xk

vk

∣∣∣∣ = min
j:vj �=0

∣∣∣∣∣xj

vj

∣∣∣∣∣
.ùÀŞ ďŘÂì λ = −xk

vk
ø

Ćî ÝČĂČśŞ ÝČœŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ .ùÀŞ ďŘÂì x1 = x0 + λv •

x1 ≥ 0 , x1k = 0 , x1j = 0(j �∈ J)

.ÝČûćüõ ĆõŘćŘ ďŚî 
þŘ ĆŞ ø

) ÀĂî ùďŚłŘ A ďć ÛÖţÆõ ýŚûöĄţĺ ěŘ ýŘĆäĄÞźõ ĆŞ J ,Ćî Àĺďüõ öŚþŚŢ ĆŞ üţìø ĆÖÜ§ 
þŘ

bfsŒþ x = 0 ∈ P ŰďĄň 
þŘ ďć Ćî J = {} Ś Ş Ý Č œŘĄ Ůüõ Ś õ Ćî À ČłŚ Ş Ć ţłŘć ćŚ þ Ć Ş
ćĄą ùěŘÀœŘ ĆŞ ùÀõŊ ťĺÀŞ bfs ĆØĂþŘ öćŘć öŚÈœ ŚŞ Řď ŰŚśŹŘ .( ÝČûć öŚþŚŢ Řď ďŚî ,ÀłŚŞüõ

âŞŚŮ ,ĎŚŞ âŞŚŮ ďć ĆÖÜ§ ďŘÂØŮ Âû ďć .ÝČûćüõ öŚþŚŢ ,ťĺŘ ŠĄą x∗ üĂãþ ,ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ

.ťĺŘ 0 ÂŞŘÂŞ ,ďŘÀÖõ 
þŘ ÝČĂîüõ ťŞŚŹ Ćî ,ÀĂîüõ ÂČČçŮ 〈c, λv〉 ùěŘÀœŘ ĆŞ ďŘÀÖõ
,ŒİĄ î ôěĎ ďŘÀ Ö õ Ć Ş λ > 0 ýŘÂ Ş .À łŚ Ş Ć Ă Č ú Ş ŠŘĄ Ż Œ þ x∗ À Č Ă î ŋÂ ê

ø ÀłŚŞüõ x
+− λv ∈ P

〈c, x +− λv〉 = 〈c, x〉 +− λ〈c, v〉

,ÀłŚśœ ÂÔň p ÂðŘ ĆźČţœ ďć ;ćďŘć ćĄŻø 〈c, x〉 +− p ŠŘĄŻ øć ,p = λ〈c, v〉 ÝČûć ďŘÂì ÂðŘ
� .ťĺŘ ËìŚĂŮ ďć x∗ öćĄŞ ĆĂČúŞ ŚŞ Ćî ÀĂîüõ ÀČóĄŮ ýÂţúŞ ŠŘĄŻ ďŘÀÖõ øć 
þŘ ěŘ üØþ

.ÝČûćüõ öŚÈœ Řď bfsŒþ öćďøŊ ťĺÀŞ öŚþÂŻ ñŚůõ ÀĂİ ŚŞ Śõ ŚźĂþŘ ďć
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öŊ ďć Ćî Řď Ax = b ŰĎćŚãõ ÝţÆČĺ . 6-2 ñŚůõ

A =

⎛
⎜⎜⎝
1 0 1 2 3

1 1 2 3 5

0 1 1 1 8

⎞
⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎝
9

18

9

⎞
⎟⎟⎠ , x0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

3

4

2

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.ÀČĂî ŘÀČŢ Řď bfs .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ,ťĺŘ

ďŘćÂŞ ĆźČţœ ďć ø ÀłŚŞüÞœ üÎą ÛÖţÆõ AJ .ťĺŘ J = {1,2,3,4} ñøŘ ĆÜ§Âõ ďć
Ś Ş Řď λ ćÀä ĆõŘćŘ ďć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć v5 = 0 ø Av = 0 Ćî Řď v = (1,1,−1,0,0)T

:ÝČĂîüõ ŠŚ£ţœŘ vj �= 0 öŊ ďć Ćî
∣∣∣xj

vj

∣∣∣ ďŘÀÖõ ĆÆþŚÖõ∣∣∣∣x1v1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣11
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x2v2
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣31
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x3v3
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 4−1
∣∣∣∣∣

ÝČûćüõ ďŘÂì .ÀłŚŞüõ λ = −1ÅŢ ,ťĺŘ j = 1 ýŘÂŞ ÝÞČĂČõ ďŘÀÖõ ĆźČţœ ďć

x1 = x0 + λv =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

3

4

2

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ (−1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1

−1
0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

2

5

2

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ďŘćÂŞ ĆźČţœ ďć ø ÀłŚŞüÞœ üÎą ÛÖţÆõ AJ .ťĺŘ J = {2,3,4} ôøć ĆÜ§Âõ ďć
Řď λ ćÀä ĆõŘćŘ ďć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć v1, v5 = 0 ø Av = 0 Ćî Řď v = (0,−1,2,−1,0)T

:ÝČĂîüõ ŠŚ£ţœŘ vj �= 0 Ćî
∣∣∣xj

vj

∣∣∣ ďŘÀÖõ ĆÆþŚÖõ ŚŞ∣∣∣∣x2v2
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2−1
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x3v3
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣52
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣x4v4
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2−1
∣∣∣∣∣

ÝČûćüõ ďŘÂì .ÀłŚŞüõ λ = 2ÅŢ ,ťĺŘ j = 2,4 ýŘÂŞ ÝÞČĂČõ ďŘÀÖõ ĆźČţœ ďć

x2 = x1 + λv =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

2

5

2

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ 2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

−1
2

−1
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

9

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ěŘ ĆĂČúŞ bfs öÀł ŘÀČŢ :2 ÛØł

ďŘćÂŞ �þŘ .ÀłŚŞüõ x3 �= 0 öŊ ďć Ćî ÝþÀœŚõ ŚúĂŮ ôĄĺ öĄţĺ üĂãþ ,A öĄţĺ Œþ ŚŞ �þŘÂŞŚĂŞ
Œþ Ćî ťĺŘ x2 = (0,0,9,0,0)T Śõ ŠŘĄŻ ĆźČţœ ďć ø ťĺŘ üÎą ÛÖţÆõ đĄőĄŞ ŚúĂŮ

.ÀłŚŞüõ bfs

ñŚůõ �þŘ Ć Ş bfs öÀł ŘÀČ Ţ Ć Ş ťśÆœ üĺÀĂû ćĄúł Œþ öÀõŊ ťĺÀŞ ýŘÂŞ . 7-2 ñŚůõ
:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ .ÝþěŘćÂŢüõ

max(x1 + x2)

x3 ≤ 1
x1 + x2 ≤ 1

x1, x2, x3 ≥ 0

2 ÛØł ďć Ćî ÀłŚŞüõ x∗ = (1
2
, 1
2
, 1
2
) ďŘćÂŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ �þŘ ýŘÂŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ Œþ

:ÀłŚŞüõ Âþě ŰďĄň ĆŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ �þŘ standard ôÂê .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ

max(x1 + x2)
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x3 + y1 = 1

x1 + x2 + y2 = 1

x1, x2, x3, y1, y2 ≥ 0

:ÝþďŘć ŰďĄň �þŘ ďć

A =

(
0 0 1 1 0

1 1 0 0 1

)
, b =

(
1

1

)
, x0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
1
2
1
2

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ďŘćÂ Ş Ć ź Č ţ œ ďć ø À łŚ Şü Þ œ ü Î ą Û Ö ţ Æ õ AJ .ť ĺŘ J = {1,2,3} ñøŘ Ć Ü §Â õ ďć
ŚŞ Řď λ ćÀä ĆõŘćŘ ďć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć v4, v5 = 0 ø Av = 0 Ćî Řď v = (1,−1,0,0,0)T

:ÝČĂîüõ ŠŚ£ţœŘ vj �= 0 öŊ ďć Ćî
∣∣∣xj

vj

∣∣∣ ďŘÀÖõ ĆÆþŚÖõ
∣∣∣∣x1v1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
2

1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣x2v2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
1
2

−1

∣∣∣∣∣
ÝČûćüõ ďŘÂì .ÀłŚŞüõ λ = 1

2
ŚŞ j = 2 Śþ ø λ = −1

2
ŚŞ j = 1 ýŘÂŞ ÝÞČĂČõ ďŘÀÖõ ĆźČţœ ďć

x10 = x0 + λv =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
1
2
1
2

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ (−1
2

)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1
0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1
1
2

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

x11 = x0 + λv =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
1
2
1
2

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ (
1

2
)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1
0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0
1
2

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ùÀł ùćŘć öŚÈœ ĆÎÖœ øć �þŘ ĆŞ x0 ĆÎÖœ ěŘ ťîÂ§ 2 ÛØł ďć .ÀĂłŚŞüõ bfs ŚúœŊ øć Âû Ćî
.ťĺŘ
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üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ üĺÀĂû ýŚûùĄÜŻ

ŚŮ ÝČĂî ťś¡ň üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ üĺÀĂû ùĄŻø ýùďŚŞďć üÞî ÝþďŘć ÀÊì Ç£Ş 
þŘ ďć

.ÝþďøŊ ťĺÀŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆŞ ťśÆœ ÂţúŞ ýćĄúł

ýďøŊćŚþ

ýÃþďĆõŚœÂŞ Û§ ýŘÂŞ ÀČÔõ ÝţþďĄÚóŘ Œþ ÓþÂãŮ ýŘÂŞ Řď üÞúõ ÂČÆõ üÜśì ýŚûÇ£Ş ďć

.ÝþćÂî üÏ üÎą

.ÝþćŘć (bfs) üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ ýŘÂŞ üÔþÂãŮ •

.ÀĂţÆû ÂŞŘÂŞ ýÀ§ ø bfs ŕŚÖœ Ćî ÝþćÂî ťŞŚŹ •

Œþ ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø LP ýŘÂŞ ýŘĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ÂðŘ Ćî ÝþćŘć öŚÈœ •
.ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď ĆĂČúŞ ďŘÀÖõ Ćî ćďŘć ćĄŻø bfs

ýŚûöĄţĺ ěŘ ÛÖţÆõ üþŚŮ m ĆäĄÞźõ Âû Ćî üþŚÞœ ÝţþďĄÚóŘ Œþ Śõ ĆŞ ĆţØœ 
þŘ --
.ćŘć öŚÈœ ćÂîüõ Œİ Řď A

36
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üĂã þ ,ÀłŚ Ş Ć ţłŘć ćĄŻø ŠŘĄŻ Œþ ÂðŘ Ć î ťĺŘ 
þŘ ĳőŘø ĆźČ ţ œ Œþ ø --
bfsŠŘĄŻ Œþ ŰďĄň 
þŘ ďć ,(P �= ∅) ÀłŚŞ üúŮŚœ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ýĆĂõŘć

.ćďŘć ćĄŻø

ĆŞ ćďŘć ćĄŻø →
c ďŘćÂŞ ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ bfsŒþ →x ÂðŘ Ćî ÝþćÂî ťŞŚŹ ÃČœ ÂąŊ ďć •

:Ćî ýďĄÏ

〈→x,
→
c 〉 < 〈→y ,

→
c 〉 ∀ →

y∈ P ,
→
y �=→

x

ĆŞ bfsŒþ ŚfÖČìć Ćî ćÂî ŠŚ£ţœŘ Řď ýďŘÀÖõ âŞŚŮ Œþ öŘĄŮüõ Ćî ťĺŘ üĂãõ öŘÀŞ 
þŘ

.ćĄł ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ,ŚţØþ ďĄÏ

üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ěŘ ýćÂŞďŚî ,Caratheodory ýĆČÌì 1-3

Ćî ÝČĂČŞüõÇ£Ş 
þŘ ďć .ÝČĂîüõ áøÂł Caratheodory ĆČÌì ŰŚśŹŘ ø öŚČŞ ŚŞ Řď Ç£Ş 
þŘ

.ťÆŻ ŒÞî ýďĄßŮ ÛŐŚÆõ Û§ ýŘÂŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ěŘ öŘĄŮüõ ĆœĄÚİ

řČîÂŮ b ø ÀĂłŚŞ Rn ďć üþŚûďŘćÂŞ →b ,
→
v1, . . . ,

→
vt ÀČĂî ŋÂê Caratheodory. 1-3 ĆČÌì

.ÀłŚŞ →v1, . . . ,
→
vt ŠÀ¡õ

→
b=

t∑
i=1

xi
→
vi , xi ≥ 0 ,

t∑
i=1

xi = 1

ŰďĄň ĆŞ öŘĄŮüõ Řď ďŘćÂŞ �þŘ ŰďĄň �þŘ ďć ,ÀłŚŞ Śû →
vi ěŘ ŠÀ¡õ řČîÂŮ Œþ

→
b ÂðŘ

n +1 ÂůîŘÀ§ ýĆäĄÞźõ ,ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ćŘć öŚÈœ →vi ďŘćÂŞ n +1 ÂůîŘÀ§ ěŘ üŞÀ¡õ řČîÂŮ

Ćî ýďĄÎŞ ćďŘć ćĄŻø I ýĄÌä

→
b =

∑
i∈I

αi
→
vi , αi ≥ 0 ,

∑
i∈I

αi = 1
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Caratheodory ýĆČÌì ěŘ üóŚůõ :1 ÛØł

Âþě ŰďĄň ĆŞ αi öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ üÎą ĆõŚœÂŞ Œþ ĆČÌì 
þŘ ŰŚśŹŘ ýŘÂŞ .ŰŚśŹŘ
:ÝČÆþĄœüõ

( →
v1 . . .

→
vt

) ⎛
⎜⎜⎝

x1
...
xt

⎞
⎟⎟⎠ =

→
b , xi ≥ 0 ,

t∑
i=1

xi = 1

ĆêŚőŘ ŚûýÂŞŘÂŞ ÝţÆČĺ ĆŞ Âþě Ûůõ 1 ÂÎĺ Œþ öćÂî ĆêŚőŘ ŚŞ Řď ∑
i xi = 1 ýÂŞŘÂŞ Åşĺ

:ÝČĂîüõ
( →

v1 . . .
→
vt

1 . . . 1

) ⎛
⎜⎜⎝

x1
...
xt

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎝ →

b

1

⎞
⎠ , xi ≥ 0

ÛÊê ýŚûĆţÔð ÕśÏ .ćďŘć ćĄŻø üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ 
þŘ ýŘÂŞ ŠŘĄŻ Œþ ,ĆČÌì ŋÂê ÕśÏ

ćĄŻø ÝţÆČĺ 
þŘ ýŘÂŞ bfsŒþ ,ťĺŘ üúŮŚœ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆĂõŘć Ćî üþŚźœŊ ěŘ Ûśì

n + 1 ÂůîŘÀ§ Ćî (x1, . . . , xt)T ∈ P ŠŘĄŻ Œþ ,ÝþďŘć ĆóćŚãõ n + 1 Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ćďŘć

ø ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Śû αi öŘĄĂä ĆŞ Řď ŠŘĄŻ 
þŘ ýŚÌäŘ Śõ .ćďŘć ćĄŻø ,ćďŘć ÂÔňŚœ ÂÊĂä

� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ĆČÌì

ĆČÌì ěŘ üĺÀĂû ñŚůõ Œþ ,6 ÛØł ďć (Caratheodory ĆČÌì ěŘ üĺÀĂû ñŚůõ). 1-3 ñŚůõ
ľĄŢ Ćî ťĺŘ ÝÑţ Ă õ üãÜő 5 Œþ ÛØł �þŘ ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈ œ Caratheodory

ćďŘć ćĄŻø üã Üő 5 �þŘ ÛąŘć ďć Ć î ýŘĆÎÖ œ ,ñŚ§ Âû ďć .ÀłŚ Şüõ ćĄą ğĄŐď ŠÀ¡õ
ñŚůõ ďć .ćĄł ùćŘć öŚÈœ üãÜő 5 �þŘ ğĄŐď ěŘ ŚŮ 3 ÍÖê ŠÀ¡õ řČîÂŮ ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ
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üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ýŘÂŞ 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ :2 ÛØł

ùćě ĆþŚĺ űÜůõ ďć Ćî ťĺŘ ùÀłÉ£Èõ ŒİĄî ùÂþŘć Œþ ŚŞ üÜąŘć ĆÎÖœ ùÀł ùćŘć öŚÈœ
.ćďŘć ďŘÂì ťĺŘ ùÀł ĆţąŚĺ üãÜő 5 �þŘ ğĄŐď ěŘ ŚŮ 3 ÍĺĄŮ Ćî ùÀł

üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ üĺÀĂû ýŚûùĄÜŻ 2-3

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

x1 + x2 + x3 = 1

x1, x2, x3 ≥ 0

ùćŘć öŚÈœ űÜůõ Œþ ŰďĄň ĆŞ 2 ÛØł ďć ĎŚŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ýŘÂŞ ŚûŠŘĄŻ ĆäĄÞżõ
:ÝČĂî Ýî Âþě ŰďĄň ĆŞ x3 üêŚőŘ ÂČçţõ öćÂî éÀ§ ŚŞ Řď ĆÜßÆõ �þŘ ÀãŞ ÝČœŘĄŮüõ Śõ .ùÀł

x1 + x2 ≤ 1

x1, x2 ≥ 0

�þŘ Ć Ă õŘć Àã Ş 2 ďć Ćî Ý þďŘć Řď 3 ÛØł Śõ üÎą ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş �þŘ ýŘÂ Ş ŰďĄň �þŘ ďć
.ťĺŘ ùÀČÈî Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

,→a öŊ ďć Ćî ÀłŚ Şüõ {→x |〈→x,
→
a 〉 = α} ĆäĄÞźõ Œþ H Ć¡ÔňÂŞŘ Œþ . 1-3 ÓþÂãŮ

.ťĺŘ α ∈ R ø ÀłŚŞüõ R
n ĄÌä ø ÂÔňŚœ ýďŘćÂŞ
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üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ýŘÂŞ 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ :3 ÛØł

,→a öŊ ďć Ćî ÀłŚŞüõ {→x |〈→x,
→
a 〉 ≥ α} ĆäĄÞźõ Œþ H+ Ć¡Ôň ÝČœ Œþ . 2-3 ÓþÂãŮ

Œþ H− Ć¡Ôň ÝČœ řČŮÂŮ �ČÞû ĆŞ .ťĺŘ α ∈ R ø ÀłŚŞüõ R
n ĄÌä ø ÂÔňŚœ ýďŘćÂŞ

ø H+ Ć¡Ôň ÝČœ øć ćďĄąÂŞ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ÂÑœ ďć .ÀłŚŞüõ {→x |〈→x,
→
a 〉 ≤ α} ĆäĄÞźõ

.(H+ ∩ H− = H) ťĺŘ H Ć¡ÔňÂŞŘ Œþ H−

ĆäĄÞźõ ùŚÚœŊ ,ÝČłŚŞ ĆţłŘć standard ôÂê ďć Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞŒþ Śõ ÂðŘ . ùÀûŚÈõ
:ŚŞ ćĄłüõ ÂŞŘÂŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ �þŘ �ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ

P =
n⋂

j=1

{xj ≥ 0}
⋂ (

m⋂
i=1

{〈→ai,
→
x〉 = bi}

)

ýÂĺ Œþ ćďĄąÂŞ ŰďĄň ĆŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ �þŘ �ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ĆäĄÞźõ ĆźČţœ ďć

ĆŞ Řď ŚûĆ¡ÔňÂŞŘ ÝČœŘĄŮüõ Śõ Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÀłŚŞüõ Ć¡ÔňÂŞŘ ýÂĺ Œþ ø Ć¡Ôň ÝČœ

ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ �þŘ ĆźČţœ ďć ,ÝČÆþĄĂŞ ŚûĆ¡Ôň ÝČœ ćďĄąÂŞ ŰďĄň

:ćĄł ĆţłĄœ Âþě ŰďĄň ĆŞ Ć¡Ôň ÝČœ ýÂĺ Œþ ćďĄąÂŞ

P =
n⋂

j=1

{xj ≥ 0}
⋂ (

m⋂
i=1

{〈→ai,
→
x〉 ≥ bi}

) ⋂ (
m⋂

i=1

{〈→ai,
→
x〉 ≤ bi}

)
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ŠÀ¡õ ,ŠÀ¡õ ĆäĄÞźõ ýÂĺ Œþ ćďĄąÂŞ ø ,ÀĂţÆû ŠÀ¡õ ŰŚ¡Ôň ÝČœ Ćî üþŚźœŊ ěŘ

ÃČ œ ŠÀ¡õ ýŚÌê Âû ,ÅØäÂŞ .ťĺŘ ŠÀ¡õ , 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ýŚÌê ÅŢ ,ćĄłüõ

.ÀþŊ ćĄŻĄŞ Ć¡Ôň ÝČœ ,( üûŚĂţõ ŚfõøÃó Ćœ üóø ) ýÂĺ Œþ ćďĄąÂŞ ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ

.ÀłŚŞüõ ŰŚ¡Ôň ÝČœ ćďĄąÂŞ ěŘ üûŚĂţõ ĆäĄÞźõ Œþ polyhedron Œþ . 3-3 ÓþÂãŮ
Œþ Řď ( ćĄ ł Ś Ż ýÀ ã Ş n ùÂ î Œ þ ďć ) ùÀ ł ćøÀ¡ õ Ć î polyhedron Œþ � Č Ă ż Þ û

.ÀĂþĄðüõ polytope

ŰŚ¡Ôň ÝČ œ ćďĄąÂŞ ěŘ üûŚ Ă ţ õ ĆäĄÞźõ Œþ 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ Ćî üþŚźœŊ ěŘ

.ÀĂłŚŞüõ polyhedronÅŢ ,ÀĂłŚŞüõ

Œþ ďć P ø H ∩ P �= ∅ ÂðŘ ÀłŚŞüõ P ýŘÂŞ ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂŞŘŒþ H . 4-3 ÓþÂãŮ
.P ⊂ H+ Śþ ø P ⊂ H− üĂãþ ,ćÂČÚŞ ďŘÂì H ťÞĺ

.À Ă þĄðüõ ĆŻø Œþ Řď P Ś Ş H ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂ ŞŘŒþ ćďĄąÂ Ş Û¡õ . 5-3 ÓþÂãŮ
.ćĄłüõ ĆţÔð P ěŘ ñŚÞČÆîŚõ ĆŻø Œþ ĆŞ facet �ČĂżÞû

,ťĺŘ ĆäĄÞźõ öŊ ÛõŚł Ćî üþŚÌê �þÂţØİĄî ÀãŞ ÂŞŘÂŞ ĆäĄÞźõ Œþ ÀãŞ . 6-3 ÓþÂãŮ
.ÀłŚŞüõ

.ÀĂłŚŞüõ 2 ÀãŞ ýŘďŘć 3 ø 2 ÛØł ďć 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ĆäĄÞźõ ñŚůõ ýŘÂŞ

(ŚûöŊ ÀãŞ ø polyhedron ýŚûĆŻø ěŘ üþŚûñŚůõ) . 2-3 ñŚůõ

.ťĺŘ 0 ÀãŞ ŚŞ ĆŻø Œþ polyhedron ěŘ ğŘď Œþ

.ťĺŘ 1 ÀãŞ ŚŞ ĆŻø Œþ polyhedron ěŘ ñŚþ Œþ

polyhedron ÀãŞ d Ćî ÀłŚŞüõ d − 1 ÀãŞ Ś Ş ĆŻø Œþ polyhedron ěŘ facet Œþ

.ÀłŚŞüõ
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ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂŞŘ ø Ć¡ÔňÝČœ ýÂþĄÊŮ ñŚůõ :4 ÛØł

Ć¡ÔňÝČœ ďŚúİ Śõ 4 ÛØł ďć ( ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂŞŘŒþ üØČêŘÂð ñŚůõ ) . 3-3 ñŚůõ
ýŚûĆ¡ÔňÝČœ üóø ÀĂłŚŞüõ ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂŞŘ (b) ø (a) ťÞÆì ýĆ¡ÔňÝČœ 2 ,ÝþŘùÀČÈî
ğŘď Œþ (a) ďć Ć¡ÔňÝČœ ćďĄąÂŞ Û¡õ �ČĂżÞû .ÀĂłŚŞüÞœ ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂŞŘ (d) ø (c)

.ťĺŘ ýÀãŞ 1 Ćî ÀłŚŞüõ ñŚþ Œþ (b) ďć ø ťĺŘ ýÀãŞ 0 Ćî ÀłŚŞüõ

ø ÂðŘ ťĺŘ P ěŘ ğŘď Œþ x .ÀłŚŞ P = {x ≥ 0|Ax = b} ÀČĂî ŋÂê vertex. 1-3 Ýó
ýÀ§ ĆÎÖœ Œþ x ÂðŘ ŚúĂŮ ø ÂðŘ ťĺŘ P ěŘ ğŘď Œþ x �ČĂżÞû .ÀłŚŞ bfs Œþ x ÂðŘ ŚúĂŮ

.ÀłŚŞ

bfs ŚŞ ÂŞŘÂŞ ŚûğŘď öĄİ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ÂÑœ ďć ,ÝþěŘćÂşŞ ĆČÌì 
þŘ ŰŚśŹŘ ĆŞ ĆØĂþŘ ěŘ Ûśì

.ÝČĂî ùŚÚœ ğĄŐď ĆŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ ťĺŘ üêŚî ,ÀĂłŚŞüõ ýÀ§ ŕŚÖœ ø Śû

ÂðŘ Ćî ÀþďøŊ ÂÏŚą ĆŞ .ťĺŘ ğŘď Œþ ,bfsŒþ Ćî ÝČĂîüõ ťŞŚŹ ŚźĂþŘ ďć .ŰŚśŹŘ
→
y∈ P Âû ýŘÂŞ Ćî ýďĄÏ ĆŞ ,ćďŘć ćĄŻø →

c ÂÔňŚœ ďŘćÂŞ ŰďĄň 
þŘ ďć ,ÀłŚŞ bfsŒþ →x

:ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď H Ć¡ÔňÝČœ Śõ .〈→x,
→
c 〉 < 〈→y ,

→
c 〉 ÝČłŚŞ ĆŮľŘć

H = {→v |〈→v ,
→
c 〉 = α} , α = 〈→x,

→
c 〉

.ÀłŚ Şüõ H ∩ P = {x} ĆźČ ţ œ ďć ,ÀłŚ Şüõ 〈→y ,
→
c 〉 > α ,→z∈ P Âû ýŘÂ Ş Ćî üþŚźœŊ ěŘ

ø →
z∈ H+ Ćî ÝþÂČðüõ ĆźČţœ ,ťĺŘ 〈→y ,

→
c 〉 > α ,→y∈ P Âû ýŘÂŞ Ćî üþŚźœŊ ěŘ 
ČĂżÞû



43 üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ üĺÀĂû ýŚûùĄÜŻ 3 ÛÊê

ćďĄąÂŞ Û¡õ ø ÀłŚŞüõ P ýŘÂŞ ÐêŚ¡õ ýĆ¡ÔňÂŞŘ Œþ H ĆźČţœ ďć ,ťĺŘ P ⊂ H+ öĄİ

� .ÀłŚŞüõ P ěŘ ğŘď Œþ x ĆźČţœ ďć .ťĺŘ xğŘď P ŚŞ öŊ

.ÀĂłŚŞüõ ěďŘÝû ýÀ§ ŕŚÖœ ø Śû bfs ÝþćĄŞ ùćÂî ťŞŚŹ Ěf śì Ćî ÝþĄłüõ ÂîÁţõ

ĆŞ 
þÂÞŮ Œþ öŘĄĂä ĆŞ ø ÀĂîüõ ÛõŚî Řď ĎŚŞ ŰŚśŹŘ ýÀ§ ŕŚÖœ ø ŚûğŘď 
ČŞ ýěďŘÝû ŰŚśŹŘ

.ćĄłüõ ďŘÁðŘø ùÀĂœŘĄą

m ĆŞ Ćî ćĄłüõ řÆţĂõ ŚûÅþÀœŘ ěŘ I ýĄÌä m ýĆäĄÞźõ ĆŞ bfs Œþ . 7-3 ÓþÂãŮ
I ′ ø I ÂðŘ ,ćĄłüõ ĆţÔð ĆþŚÆÞû ŰøŚÔţõ bfs øć ĆŞ .ÀĂîüõ ùďŚłŘ A ěŘ üÎą ÛÖţÆõ öĄţĺ

ÅþÀ œŘ øć i2 ø i1 Ćî ,I ′ = I − {i1} ∪ {i2} ø ÀłŚ Ş bfs øć �þŘ ýĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ

.ÀĂłŚŞüõ {1, . . . , n} ďć ŰøŚÔţõ

ýŘÂŞ ùÀł ĆŐŘďŘ ÓþÂãŮ ŚŞ .ÝþćÂî ĆãóŚÎõ Řď ğĄŐď ø Śû bfs 
ČŞ ĆÎŞŘď Śõ Ûśì Ýó ďć

,ŚźĂþŘ ďć .ÝČĂî ùÀûŚÈõ ÝČœŘĄŮüõ Řď ŚûĆþŚÆÞû 
þŘ üĺÀĂû ñŚÊŮŘ Śõ ,bfsŒþ ĆþŚÆÞû

Œþ ýøď Â Ş ÂÚ þć ğŘď Ć Ş ğŘď Œþ öćŘć ťîÂ§ Ś Ş ťĺŘ ñćŚ ã õ ÅþÀ œŘ Œþ ËþĄã Ů

,ÝþøÂŞ öŊ ýĆþŚÆÞû ýŚû bfs ěŘ üØþ ĆŞ bfsŒþ ěŘ ÂðŘ âìŘø ďć . polytopeŒþ ěŘ ñŚþ

ďć ÀČœŘĄŮüõ Řď ŚûéÂ§ 
þŘ ýŘÂŞ ŰŚśŹŘ .ÝČĂîüõ ťîÂ§ polytope ýŚûñŚþ ěŘ üØþ ýøď

.ÀČĂî ùÀûŚÈõ Steiglitz ø Papadimitriou

ùÄþø ñŚůõ Œþ ø ĆňĚą 3-3

üÎą ĆõŚœÂŞ Œþ üœøÂČŞ ýŚÞœ 1-3-3
ďŘÀ Ö õ â ŞŚ Ů ďŘÀ Ö õ Ć î ü Îą ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş Œ þ 
 ţ êÂ ð Â Ñ œ ďć Ś Ş Řď Ć ňĚą Ś õ

:ÝČĂîüõ áøÂł ,ÀĂîüõ ÝÞČĂČõ Řď f(x) = 2x2 + x4 + 5x7

x1 +x2 +x3 +x4 = 4
x1 +x5 = 2

+x3 +x6 = 3
+3x2 +x3 +x7 = 6
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polytope :5 ÛØł

ďć .ÀłŚŞüõ standard ôÂê ĆŞ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ 
þŘ ÛþÀśŮ Śõ ďŚî 
ČóøŘ .ÀłŚŞüõ xi ≥ 0 ø

þŘ .ťĺŘ ýÂŞŘÂ Ş ŕÂł m Ś Ş ø x ∈ Rn Ćî ťĺŘ ĆÜ ßÆõ Œþ 
þŘ Ćî ÀČłŚ Ş Ć ţłŘć ÂÑ œ

Řď x7 ŚŮ x4 ýŚûÂČçţõ ÂðŘ .ÀĂĂČÈĂŞ ÅþÂŮŚõ Œþ ďć A
→
x=

→
b ŰďĄň ĆŞ ÀĂœŘĄŮüõ ŚûýÂŞŘÂŞ

: ćÂŞ ôŚœ ôŘ i ĆóćŚãõ ĆŞ Ai ěŘ öŘĄŮüõ Ćî ÀþŊüõ ďć Âþě ôÂê ĆŞ LP 
þŘ ÝČĂî éÁ§

A4 x1 +x2 +x3 ≤ 4
A5 x1 ≤ 2
A6 +x3 ≤ 3
A7 +3x2 +x3 ≤ 6
A1 x1 ≥ 0
A2 +x2 ≥ 0
A3 +x3 ≥ 0

öŊ üĺÀĂû Àþć öćŘć öŚÈ œ ø ÂŮùćŚĺ ďŚ ČÆ Ş canonical ôÂê ďć ñŘĄĺ 
þŘ Ćî ÀČ Ă î ťìć


ČĂżÞû .ťĺŘ ùÀł ÕÖ¡õ öŊ üØÞî ýŚûÂČçţõ éÁ§ ÍĺĄŮ ďŚî 
þŘ Ćî ÀłŚŞüõ ÂŮť§Řď

ýÀãŞ n ýďŘćÂŞ ýŚÌê Œþ ŚŞ ÝČÆþĄœüõ standard ôÂê ďć Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ Œþ üţìø
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ýŚÌê Œþ ŚŞ ,ÝČÆþĄœüõ canonical ôÂê ďć Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ üõŚÚĂû ø ÝþďŘć ďŚîøÂĺ

.ÀłŚŞüõ standard ôÂê ďć ŰĎćŚãõ ćŘÀãŮ m Ćî ÝþďŘć ďŚîøÂĺ ýÀãŞ n − m ýďŘćÂŞ

üĺÀĂû ýŚĂãõ 2-3-3

,ŚÌê ÝČœ n ćďĄąÂŞ 
ČĂżÞû .Àûćüõ öŚÈœ Řď ŚÌê ÝČœ Œþ ÂŞŘÂŞŚœ Âû ÝþÀþć Ćî ďĄÎœŚÞû

,ÀĂţÆû ŠÀ¡õ ŚûŚÌêÝČœ öĄİ ťþŚúœ ďć .ÀĂîüõ ćŚźþŘ Řď P 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ýŚÌê

5 ÛØł ďć .ÀĂ Ăîüõ ćŚźþŘ Rn−m ďć Řď polytopeŒþ ø ťĺŘ ŠÀ¡õ ÃČ œ Śú œŊ ćďĄąÂŞ

Œþ Ćî ÀþďøŊ ćŚþ ĆŞ .ÝþďŘć A1, . . . , A7 ŚŞ ùÀł ýďŘÁðťõĚä ĆŻø 7 Śõ Ćî ćĄłüõ ùÀþć
.(standard ôÂê ďć) ÀłŚŞ 0 ďŘÀÖõ n − m ÛìŘÀ§ ýŘďŘć Ćî ýďĄÏ ĆŞ ťĺŘ →x ďŘćÂŞ Œþ bfs

ďć (ëĄê ñŚůõ ýďŘÁÚõŚœ ÕśÏ) Ai ýÂŞŘÂŞ ĆŞ standard ôÂê ďć ôŘ i öŚØõ ďć 0 Ćî üþŚźœŊ ěŘ
n − m ÂÏŚ£Ş) Ć¡ÔňÂŞŘ n − m ćďĄąÂŞ Û¡õ ĆŞ bfs Œþ ,ÀĂîüõ ùďŚłŘ canonical ôÂê
Rn−m ďć ÝþŘĆţąŚĺ canonical ôÂê ďć Śõ Ćî ýŘĆ¡ÔňÂŞŘ öĄİ .ÀĂîüõ ùďŚłŘ (→x ďć 0 ďŘÀÖõ
n − m �þŘ ćďĄąÂŞ Û¡õ ,ÀĂţÆû polytope �þŘ ýŚûĆŻø ŚûĆ¡ÔňÂŞŘ �þŘ öĄİ ø ,ÀłŚŞüõ

.ÀĂîüõ É£Èõ polytope ýŘÂŞ Řď ğŘď Œþ Ć¡ÔňÂŞŘ
�þŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ëĄê ñŚůõ ďć I = {A1, A2, A3, A6} ĆÊ£Èõ ĆþŚŢ ŚŞ bfs Œþ
ÝČĂČśŞ ÝČœŘĄŮüõ 5 ÛØł ďć .ÀĂłŚŞüõ ÂÔň standard ôÂê ďć x4, x5, x7 Ćî ťĺŘ üĂãõ �þÀŞ
ôÂê ďć ÂþćŚÖõ �þŘ öćŘć ďŘÂì ŚŞ .ÀłŚŞüõ (2,2,0) ĆÎÖœ ,A4, A5, A7 ŰŚ¡Ôň ćďĄąÂŞ Ćî

.ÝþďøŊüõ ťĺÀŞ Řď →
x= (2,2,0,0,0,3,0) ,bfs Œþ Śõ standard
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Simplex ÝţþďĄÚóŘ

�þÂ ŮýĄì ěŘ üØþ Ćî Simplex Ýţ þďĄÚ óŘ ĳČőĄŮ ø üĺďÂ Ş Ć Ş Ý þďŘć ÀÊì Ç£Ş �þŘ ďć
.ÝþěŘćÂşŞ ,ÀłŚŞüõ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ÝČÖţÆõ Û§ ýŘÂŞ ŚûÝţþďĄÚóŘ

Simplex ÝţþďĄÚóŘ ĆŞ ýćøďø 1-4

üÎą ýěŚĺĆõŚ œÂ Ş ÛŐŚÆõ Û§ ýŘÂŞ ŚûÝţ þďĄÚóŘ �þÂ ŮüÞþÀì ěŘ üØþ Simplex ÝţþďĄÚóŘ
üþŚÞœ üðÀČżČŢ ýŘďŘć ,öŚõě ďć �ØÞõ ťóŚ§ �þÂŮÀŞ ďć ÝţþďĄÚóŘ �þŘ Ćî üóŚ§ ďć .ÀłŚŞüõ
öŚõě ďć ñĄÞãõ ďĄÏ ĆŞ üóø ,ćÂî ýŘĆÜÞŻÀĂİ Řď öŊ öŘĄţŞ Ćî ćďŘÀœ ćĄŻø ďøŚŞ �þŘ ø ,ÀłŚŞüõ
ćďĄõ ýÂŮÕČìć ďĄÏ ĆŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ �þŘ üðÀČżČŢ ýÀãŞ Ç£Ş ďć .Àûćüõ ŠŘĄŻ üŞĄą ďŚČÆŞ

.ÝČûćüõ ďŘÂì ĆãóŚÎõ
ÝţþďĄÚóŘ �þŘ ďć .ÝČĂîüõ üĺďÂŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ �þŘ ùďŚŞďć üÜî Àþć Œþ ÂőŚ§ ñŚ§ ďć
ÝČœŘĄŮüõ Śûbfs ýøď ĆœŘÀĂÞłĄû ťîÂ§ ŚŞ ,ÝČĂî üĺďÂŞ Řď Śû bfs ŰĎŚ§ ôŚÞŮ ĆØœŊ ýŚźŞ
ěŚê 3 ýŘďŘć Simplex ÝţþďĄÚóŘ ěŘ üÜî Àþć �þŘ .ÝČûć ťêÂÈČŢ ďŚČÆŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ �þŘ ťäÂĺ

:ťĺŘ

(Simplex ÝţþďĄÚóŘ ěŘ üÜî Àþć) ÝţþďĄÚóŘ

46
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.�î áøÂł üþŘÀţŞŘ bfs Œþ ŚŞ : S

.Àûćüõ ÇûŚî Řď ďŘÀÖõ âŞŚŮ ďŘÀÖõ ÂðŘ øÂŞ bfs ĆþŚÆÞû Œþ ĆŞ : M

.Ął ÓìĄţõ ,ťłŘÀœ ćĄŻø ýŘ bfs �ČĂİ ÂðŘ : T

. ùÀûŚÈõ

!ÀłŚŞüõ ť£ĺ ďŚČÆŞ S ěŚê

üãőĄõ öćĄŞ ĆĂČúŞ ŕÂł üĂãþ .ÀłŚŞ ñĄśì ÛŞŚì ÓìĄŮ ŕÂł ĆØĂþŘ ĆŞ ÝþďŘć ěŚČœ Śõ

.ÀłŚŞ bfs ĆÎÖœ Œþ öćĄŞ ÀČîŘ ĆĂČúŞ ÂŞ ýŘĆźČţœ

.ÝČĂîüõ ÛþÀśŮ standard ôÂê ĆŞ Řď ŚúœŊ ŘÀţŞŘ ,ÝþďŘć ďŚČţąŘ ďć ýÂÚþć ýŚûôÂê ÂðŘ

.ÀĂîüõ ďŚî ÂţúŞ ôÂê �þŘ ďć ÝţþďĄÚóŘ �þŘ ŘÂþě

áøÂł ěŚê 1-1-4

áøÂł Řď ďŚî ÀœŘĄţŞ Simplex ÝţþďĄÚóŘ öŊ ŚŞ Ćî üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻŒþ öćÂî ŘÀČŢ ÝþÀþć
ýŘ bfs �ČĂİ Œþ öŘĄŮüõ öŊ ÍĺĄŮ Ćî ÝČûćüõ ĆŐŘďŘ üłøď ŚźĂþŘ ďć .ťĺŘ ť£ĺ ďŚČÆŞ ÀĂî

.ćÂî ŘÀČŢ Řď
:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě standard ôÂê ďć üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

min→
x

〈→x,
→
c 〉 , A

→
x=

→
b ,

→
x≥ 0

Śõ ŰďĄÊĂþŘ ÂČè ďć ,ÀłŚŞüõ üÔĂõÂČè →
b ,ĆÜßÆõ ťČÜî ěŘ öÀł ĆţĺŚî öøÀŞ ÀČĂî ŋÂê

ŠŘĄŻ ýŚÌê ĆØĂþŘ öøÀŞ ,ÝČĂî ŠÂő −1 ďć Řď ťĺŘ üÔĂõ bi öŊ ýŘÂŞ Ćî ýŘĆóćŚãõ ÝČœŘĄŮüõ
.ÀĂî ÂČČçŮ
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:ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ ýÀþÀŻ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

min→
y

∑
i

yi , A
→
x +

→
y=

→
b ,

→
x,

→
y≥ 0

:ćĄł ĆţłĄœ ÃČœ Âþě ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ĆÜßÆõ �þŘ

[ A I ]

[ →
x
→
y

]
=

→
b

ťìć .ÝČĂî ùćŚÔţĺŘ Simplex ÝţþďĄÚóŘ ěŘ ÝČœŘĄŮüõ üÎą ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş �þŘ Û§ ýŘÂŞ Śõ
bfs Œþ öŘĄĂä ĆŞ Řď →

y=
→
b ø →

x= 0 üţ§ŘÂŞ .ťĺŘ öŚĺŊ S ěŚê ÀþÀŻ ÝţÆČĺ �þŘ ďć Ćî ÀČĂî
ýŘÂŞ ŠŘĄŻ Œþ Śõ ŰďĄň �þŘ ďć ,ÝČĂî Û§ ∑

i yi = 0 ŚŞ Řď ĆÜßÆõ �þŘ Śõ ÂðŘ .ÀČûć ďŘÂì
.ÝČĂØŞ üÜňŘ ĆÜßÆõ Û§ ĆŞ áøÂł ÝČœŘĄŮüõ ÂÑœ ćďĄõ bfs ěŘ ĆźČţœ ďć ø ÝþŘùćÂî ŘÀČŢ A →

x=
→
b

ĆŞ [ →
x∗ →

y∗ ] ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ Œþ Simplex ÝţþďĄÚóŘ ,ñøŘ ěŚê öŚþŚŢ ďć ,ÂŮÕČìć ďĄÎŞ
:ÀþŊüõ ÇČŢ Âþě ťóŚ§ 3 ĆÜ§Âõ �þŘ ďć .Àûćüõ Śõ üÎą ĆõŚœÂŞ

ýŚĂãõ ĆŞ ,ćďŘÀœ ćĄŻø üÜňŘ ĆõŚœÂŞ ýŘÂŞ ýŘ bfs žČû ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ
→
y∗ �= 0 ÂðŘ (1

.ťĺŘ ŠŘĄŻ öøÀŞ Śõ üÜňŘ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ÂÚþć

ýŘÂŞ �ØÞõ ŠŘĄŻ Œþ
→
x∗ ,ÀłŚŞ m ùěŘÀœŘ ýŘďŘć I = {i|

→
x∗> 0} ø ÀłŚŞ

→
y∗= 0 ÂðŘ (2

üĂãþ ,ÀłŚŞüõ üÎą ÛÖţÆõ ýŚûöĄţĺ ĆäĄÞźõ I ø ÀłŚŞüõ üÜňŘ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ
.ÀłŚŞüõ I ĆŞ ŕĄŞÂõ bfs ďŘćÂŞ

→
x∗

J üÎą ÛÖţÆõ ĆäĄÞźõ Œþ ĆŞ Řď I öŘĄŮüõ ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ |I| < m ø
→
y∗= 0 ÂðŘ (3

.ÝČûćüõ ďŘÂì üþŘÀţŞŘ ĆäĄÞźõ Řď ĆäĄÞźõ �þŘ ø ćŘć ľÂţÆð m ùěŘÀœŘ ĆŞ

ťîÂ§ ěŚê 2-1-4

Ćî ÝþŘùćŚõŊ Śõ ñŚ§ .ÝþďŘć ďŚî áøÂł ýŘÂŞ bfs Œþ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ üłøď Śõ ÂőŚ§ ñŚ§ ďć
ĆäĄÞźõ .ÝČ Ă îüõ áøÂł üÎąÂśŻ üÞî Ś Ş .Ý Čûć đÂł Ýţ þďĄÚ óŘ � þŘ ďć Řď ťîÂ§ ěŚ ê
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ÂðŘ ĆźČţœ ďć .ťĺŘ řÆţĂõ öŊ ĆŞ ñøŘ bfs Ćî ÝþÂČðüõ ýŘĆäĄÞźõ Řď I = {e1, . . . , em}
:ùŚÚœŊ ,ÀłŚŞ →

x0= (x1, . . . , xn)T ñøŘ bfs

m∑
i=1

x0ci
Aei =

→
b

ÂÚþć ýŚûöĄţĺ ěŘ üÎą řČîÂŮ ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ,ÀłŚŞüÞœ I ďć Ćî A öĄţĺ Âû �ČĂżÞû
:ćĄł ĆţłĄœ

Aj =
m∑

i=1

rijAei

I ÛąŘć ýŚûöĄţĺ ÍĺĄŮ ôŘ j öĄţĺ ŚúœŊ ÍĺĄŮ Ćî ÝČţêÂð ÂÑœ ďć üśþŘÂő Řď rij Śõ ,ŚźĂþŘ ďć
ôŘ j öĄţĺ ěŘ üśþÂőŒþ ø I ýŚûöĄţĺ ěŘ üÎą řČîÂŮ Œþ üĺÀĂû ÂÑœ ěŘ .Àłüõ ĆţąŚĺ
ĆŞ α0 ýĎŚŞ À§ .ÀĂîüõ ýěŚĺĆČśł Řď ñŚþ Œþ ýøď üţîÂ§ ,(0 ≤ α ≤ α0) αAj üĂãþ

:ÝČÆþĄĂŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď ôŘ j öĄţĺ ěŘ üśþÂő ÝČœŘĄŮüõ Śõ .ćĄłüõ ùćŘć ĳČőĄŮ ýćøě

αAj =
m∑

i=1

αrijAei

:ÀþŊüõ ťĺÀŞ ñøŘ ĆóćŚãõ ěŘ αAj ďŘÀÖõ öćÂî ćŚþě ø Ýî ŚŞ
m∑

i=1

x0ei
Aei − αAj + αAj =

→
b

m∑
i=1

(x0ei
− αrij)Aei + αAj =

→
b

ÝČĂîüõ α ÂŞŘÂŞ Řď ôŘ j ÂČçţõ ďŘÀÖõ ø ùćÂî Ýî Řď I öøďć ýŚûÂČçţõ ôŚÞŮ ďŘÀÖõ Śõ ,ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ
.ÀĂœŚõüõ üìŚŞ ÂÔň ŚûÂČçţõ ĆČÖŞ ø

ø α ≥ 0 ÂðŘ .ćĄłüõ (xei − αri) ÂŞŘÂŞ xci ÀþÀŻ ďŘÀÖõ ,ćĄłüõ ćŚþě α Ćî üóŚ§ ďć
.ÝþďŘć �ØÞõ ŠŘĄŻ Œþ ěĄĂû Śõ ,ÀłŚŞ xei − αri ≥ 0

ďć ,ćĄł x0ei
− αrij = 0 öŊ ýŘÂŞ Ćî ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ýŘ iÅþÀœŘ üţóŚ§ ďć ÂðŘ

ĆŞ j ø ùÀł ŽďŚą I ĆäĄÞźõ ěŘ i öŊ ýŘÂŞ ďć Ćî ÝþŘùÀČĺď ÀþÀŻ bfsŒþ ĆŞ Śõ ŰďĄň 
þŘ

ŚźĂþŘ ďć .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ ÂÚþć bfs ĆŞ bfs Œþ ěŘ ťîÂ§ 4 ÛØł ďć .ćĄłüõ ĆêŚőŘ öŊ
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üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ýøď ťîÂ§ :1 ÛØł

→
d= (0, . . . ,0,

e�−r1,0, . . . ,0,
j

1,0, . . . ,0,
em−rm,0, . . .)T ďŘćÂŞ ýŚţĺŘď ďć ø →

x ěŘ ťîÂ§
.ćĄłüõ ôŚźœŘ

:ÝČœěüõ α0 À§ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ ñŚůõ 3 ŚźĂþŘ ďć . 1-4 ñŚůõ
•

x = 4 1 6

r = 8 − 2 − 9

.ťĺŘ α0 = 1
2
ŚźĂþŘ ďć Ćî

•

x = 0 2 5

r = 1 − 1 − 6

Ćî ťĺŘ üţóŚ§ �þŘ .ťÆČœ ôŚźœŘ ÛŞŚì üţîÂ§ žČû ĆźČţœ ďć .ťĺŘ α0 = 0 ŚźĂþŘ ďć

.ÀłŚŞ ťśůõ ýćÀä öŊ ÂÒŚĂţõ ø 0 ÂČçţõ Œþ
•

x = 0 1 6
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r = 0 − 1 − 2

ĆźČţœ ďć ø ÀłŚŞ ri ≤ 0 Ćî ÀþŊüõ ÇČŢ üţìø ťóŚ§ �þŘ .ťĺŘ α0 = ∞ ŚźĂþŘ ďć

Řď α0 ñĄÞãõ ďĄÏ ĆŞ Śõ .ÀĂîüÞœ ŒþćÃœ 0 ďĄ¡õ ĆŞ Řď ýÂÊĂä žČû α öćÂî ĆêŚőŘ

:ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ

α0
def= min{i|rij>0}

xei

rij
=

xel

rlj

ôŚźœŘ üþŚûöŚõě ÍÖê ÇûŚî ÛÞä ,Ćî ťĺŘ �þŘ ÓþÂã Ů ďć ri öćĄŞ ťś ů õ ÛČ óć

.ÀłŚŞ ri > 0 ďŘÀÖõ i ýŘÂŞ Ćî ćĄłüõ

:ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď Âþě ťóĎŚ§ ÀœŘĄŮüõ α0 ďŘÀÖõ Ćî ÝþÀþć ĎŚŞ ñŚůõ 3 ďć

bfs Œþ ĆŞ ø ÝČĺÂŞ ôěĎ ďŘÀÖõ ĆŞ ŚŮ ÝČĂî ćŚþě Řď α ÝČœŘĄŮüõ Śõ ťóŚ§ �þŘ ďć .α0 > 0 •
.ÝČĂî ŘÀČŢ ťĺć ÀþÀŻ

ri ťśůõ ďŘÀÖõ ø Śû xei �ČŞ ďć 0 ďŘÀÖõ Ćî ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ üţìø ťóŚ§ �þŘ .α0 = 0 •
j ÝČœŘĄŮüõ üóø .ÝČĂî ĆêŚőŘ Řď α ďŘÀÖõ ÝČœŘĄŮüÞœ Śõ ťóŚ§ �þŘ ďć .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø

.ÝČĂî éÁ§ I ěŘ Řď i ÅþÀœŘ ø ÝČĂî ĆêŚőŘ I ĆŞ ÀþÀŻ ÅþÀœŘ Œþ öŘĄĂä ĆŞ Řď

üÔĂõ Śû ri ĆÞû ø ćďŘÀœ ćĄŻø üûŘď žČû Ćî ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ üţìø ťóŚ§ �þŘ .α = ∞ •
.ÀĂţÆû

:ÝČĂî ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď x′
i ďŘÀÖõ ÂðŘ . 1-4 Ýó

x′
i =

{
xej − α0rkj i ∈ I, i = ek

α0 i = j

ŰďĄň �þŘ ďć ,ÀłŚŞ ùÀł ÂÔň (x′
l) öŊ ĆŞ ŕĄŞÂõ ÂČçţõ Ćî ÀłŚŞ I ĆäĄÞźõ ěŘ üÆþÀœŘ l ø

.ÀłŚŞüõ I ′ = I + {j} − {l} ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ŚŞ ÀþÀŻ bfsŒþ x′
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Âû öĄİ .ÝČĂîüõ áøÂł ťĺŘ 
ØÞõ ŠŘĄŻ x′ ĆØĂþŘ öćŘć öŚÈœ ŚŞ Řď ćĄą ŰŚśŹŘ Śõ .ŰŚśŹŘ
ÝČûćüõ öŚÈœ ñŚ§ .ťĺŘ 
ØÞõ ŠŘĄŻ x′ ÅŢ ,ÀĂţÆû üÔĂõŚœ α0 ø xej − α0rkj ďŘÀÖõ øć

ýŚ ûöĄ ţ ĺ Ý Č ûćü õ öŚÈ œ ďŚ Ø Ă þŘ ýŘÂ Ş .ťĺŘ ùÀ œŚ õü ìŚ Ş ĆÊ£È õ Ć äĄÞź õ ěĄ Ă û I ′

ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ĆŞ Ćî ťĺŘ üœĄţĺ j ÀČĂî ŋÂê .ÀĂţÆû üÎą ÛÖţÆõ Ae′
�

, . . . , Ae′m

ŰďĄň ĆŞ I ýŚûöĄţĺ ěŘ üÎą řČîÂŮ ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ Aj ĆźČţœ ďć .ťĺŘ ùÀł ćďŘø

:ćĄł ĆţłĄœ Âþě

Aj =
m∑

i=1

rijAei

Ćî ÝČœŘćüõ Śõ (ťĺŘ ùÀł ÂÔň x′
l üĂãþ ,öŊ ŚŞ ÂÒŚĂţõ ÂČçţõ Ćî üÆþÀœŘ) l ŠŚ£ţœŘ ÂÏŚ£Ş

:ÝþďŘć Řď Âþě ýøŚÆõŚœ Śõ ĆźČţœ ďć .ťĺŘ rl > 0

Al =
Aj − ∑m

i=1,i�=l rijAei

rlj

ýŚûöĄţĺ ø Aj ÀþÀŻ öĄţĺ ěŘ üÎą řČîÂŮ ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ,Al Àûćüõ öŚÈœ 
þŘ

ĆţąŚĺ ýŚÌê ø Ae� , . . . , Aem ÍĺĄŮ ùÀł ĆţąŚĺ ýŚÌê öĄİ ĆźČţœ ďć .ćĄł ĆţłĄœ üÜśì

üÎą ÛÖţÆõ Ae′
�

, . . . , Ae′m ýŚûöĄţĺ ĆźČţœ ďć ,ćĄłüõ ÂŞŘÂŞ Ae′
�

, . . . , Ae′m ÍĺĄŮ ùÀł

� .ÀĂłŚŞüõ

ćÂî ŠŚ£ţœŘ ÀþŚŞ Řď ÀþÀŻ üŮŚõÀÖõ �ØÞõ ŠŘĄŻ ĆœĄÚİ 2-4

ĆêŚőŘ ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ĆŞ j öĄţĺ ,ÝČĂîüõ ťîÂ§ ÂÚþć bfs Œþ ĆŞ bfs Œþ ěŘ Śõ üţìø
:ÝþďŘć .ÀłŚŞ Śõ ťîÂ§ ťúŻ ďć À§Řø ďŘćÂŞ →v ÀČĂî ŋÂê .ćĄłüõ

vi =

{ −rij i ∈ I

1 i = j

0 otherwise
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Simplex ÝţþďĄÚóŘ ďć ťîÂ§ ěŚê :2 ÛØł

ťĺŘ ÂŞŘÂŞ ÀþÀŻ ďŘÀÖõ âŞŚŮ 
ČĂżÞû .ćĄłüõ →x −α0
→
v ÂŞŘÂŞ ÀþÀŻ bfs ĆźČţœ ďć

:ŚŞ

z′ = 〈→c ,
→
x′〉

= 〈→c ,
→
x +α0

→
v 〉

= 〈→c ,
→
x〉 + α0〈

→
c ,

→
v 〉

= z + α0(cj −
m∑

i=1

rijcei)

ĆŞ j öćÂî ĆêŚőŘ ŚŞ Řď ďŘÀÖõ âŞŚŮ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,ÀłŚŞ cj − ∑m
i=1 rijcei < 0 ø α0 > 0 ÂðŘ

ĆêŚőŘ ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ĆŞ Řď ôŘ j öĄţĺ ÝČûŘĄąüõ üţìø ĆźČţœ ďć .ÝČÈ£Ş ćĄśúŞ ĆäĄÞźõ

Śõ ,ÀłŚŞ α0 > 0 ø pj < 0 ÂðŘ .ÝČĂîüõ ĆśĺŚ¡õ Řď pj = cj −
∑m

i=1 rijcei ďŘÀÖõ ,ÝČĂî

ÂðŘ Ćî Àûćüõ öŚÈœ ÀãŞ Ýó .ćĄłüõ ďŘÀÖõ âŞŚŮ öÀł ÂţÞî űäŚŞ ťîÂ§ 
þŘ Ćî ÝČœŘćüõ

.ÝþŘùÀČĺď ćĄą éÀû ĆŞ Śõ ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ćĄŻø ýŘ j 
ČĂżÞû Œþ

ďć ,ÀłŚŞ pj ≥ 0 ďŘÀÖõ j �∈ I Âû ýŘÂŞ ĆØþďĄÎŞ ÀłŚŞ bfs Œþ x0 ÀČĂî ŋÂê . 2-4 Ýó
.ÀłŚŞüõ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ x0 ŰďĄň �þŘ
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ĆäĄÞźõ N ø bfs ĆÊ£Èõ ýŚûÅþÀœŘ ĆäĄÞźõ I = {e1, . . . , em} ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ
Ax = AIxI + ANxN = b ÝČÆþĄĂŞ üÆþÂŮŚõ ŰďĄÊŞ Řď ŰĎćŚãõ ÂðŘ .ÀłŚŞ ŚûÅþÀœŘ ĆČÖŞ

:ÝþďŘć ĆźČţœďć .ťĺŘ ďŘÂìÂŞ

xI = A−1
I (b − ANxN )

:ÝþďŘć .ÝČĺďüõ ćĄą éÀû ĆŞ ÝČÆþĄĂŞ xN řÆ§ ÂŞ Řď ďŘÀÖõ âŞŚŮ ďŘÀÖõ ÂðŘ

z = 〈c, x〉

= cIxI + cNxN

= cIA
−1
B (b − ANxN ) + cNxN

= cIA
−1
B b + (cN − cIA

−1
I AN )xN

ÂőŚ§ ñŚ§ ďŘÀÖõ z0 ĆźČţœ ďć .ÀłŚŞüõ xN = 0 ďŘÀÖõ x0 üĂãþ ,ÂőŚ§ ñŚ§ bfs ýŘÂŞ

üĂãþ ,A−1
I AN = (rij) Ćî ÝČ œŘćüõ Ûśì ŰŚäĚÏŘ ěŘ .ÀłŚŞüõ cIA

−1
I b ÂŞŘÂŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ

I ĆäĄÞźõ ýŚÌäŘ řÆ§ ÂŞ N ĆäĄÞźõ ôŘ j ÂÊĂä üÎą řČîÂŮ řþŘÂő öŊ ôŘ j öĄţĺ

:ÝþďŘć ĆźČţœ ďć .ÀłŚŞüõ

(cN − cIA
−1
I AN )xN =

∑
j �∈I

pjxj

ĆźČţœ 
þŘ ĆŞ , pj ≥ 0 j �∈ I ýŘÂŞ öĄİ ø ÀłŚŞüõ xj ≥ 0 ,x 
ØÞõ ŠŘĄŻ Âû ýŘÂŞ öĄİ
: 
ØÞõ ŠŘĄŻ Âû ýŘÂŞ Ćî ÝČĺďüõ

〈c, x〉 ≥ cIA
−1
I b = z0

� .ťĺŘ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ x0 ø ÝÞČĂČõ ďŘÀÖõ z0 ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ ø

öĄţĺ öŊ ĆŞ ŕĄŞÂõ ýŚû ri ,j Âû ýŘÂŞ ÂðŘ Ćî ÝþÀČĺď ĆźČţœ 
þŘ ĆŞ Śõ ,řČŮÂŮ 
þŘ ĆŞ

ŚŮ öŘĄŮüõ üĂãþ ,ćďŘÀœ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘÂŞ ýÀ§ žČû P Ćî Àûćüõ ĆźČţœ ,ÀĂłŚŞ ťśůõŚœ
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ťĺŘ À§ öøÀŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ Ćî ÝČþĄÚŞ ÝČœŘĄŮüõ ŚźĂþŘ ďć .ćÂî ÂţúŞ Řď ŠŘĄŻ 
ØÞõ ýŚŻ

ÂðŘ 
ČĂżÞû .ÀłŚŞ pj < 0 ø ťśůõŚ œ öĄţĺ öŊ ĆŞ ŕĄŞÂõ ýŚû ri ďŘÀÖõ j Âû ýŘÂŞ ÂðŘ


ØÞõ üóø ÀłŚŞüõ À§ öøÀŞ p 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ĆäĄÞźõ ,α0 = ∞ ø ÀłŚŞ pj ≥ 0
ćďŘø ťóŚ§ 
þŘ Ć Ş Simplex Ý ţ þďĄÚ óŘ ñŚ§ Âû Ć Ş .ÀłŚ Ş ćøÀ¡õ ďŘÀ Ö õ â ŞŚ Ů Ć î ťĺŘ

.ćĄłüÞœ ćďŘø ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ĆŞ j ,ťĺŘ pj ≥ 0 üţìø öĄİ ,ćĄłüÞœ

Simplex ÝţþďĄÚóŘ 3-4

(Simplex) ÝţþďĄÚóŘ

ñøŘ ěŚê ÍĺĄŮ Ćî I = {e1, . . . , em} ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ŚŞ x0 üþŘÀţŞŘ bfsŒþ ŚŞ
.
î áøÂł ,ÀþŊüõ ťĺÀŞ ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ

:
î ďŘÂØŮ Řď Âþě Û§ŘÂõ
Śû rij ďŘÀÖõ ,ÀłŚŞüÞœ ÂőŚ§ ñŚ§ ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ďć Ćî j öĄţĺ ýŘÂŞ

.
î ĆśĺŚ¡õ Řď pj ø
bfs öŘĄĂä ĆŞ Řď bfs 
þŘ ø Ął ÓìĄţõ ,ÀłŚŞ pj ≥ 0 ,j �∈ I Âû ýŘÂŞ ÂðŘ

.
î ľďŘÃð ĆĂČúŞ
:
î ŠŚ£ţœŘ Řď ťĺŘ pj < 0 öŊ ýŘÂŞ Ćî Řď j öĄţĺ

öŘĄĂä ĆŞ Řď ďŘÀÖõ âŞŚŮ ø Ął ÓìĄţõ ,ÀłŚŞ rij ≤ 0 ,i Âû ýŘÂŞ ÂðŘ
.
î ľďŘÃð À§ öøÀŞ âŞŚŮ Œþ

ýŘÂŞ Ćî ÀłŚŞ üÆþÀœŘ l ÀČĂî ŋÂê .α0 = min{i|ri>0}
xei
rij
ùÀŞ ďŘÂì

ùćÂî ŚźŞŚŻ Řď j ø cl öĄţĺ øć ýŚŻ Ćî ýŘ bfs ĆŞ .ÀłŚŞ α0 = xel
rlj
öŊ
.øÂŞ
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üÜňŘ ďĄ¡õ 
ČœŘĄì :3 ÛØł

Simplex ÝţþďĄÚóŘ ùďŚŞďć üŮĎŘĄĺ 1-3-4

ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ Ěf ňŘ ŚþŊ ø ťĺŘ ýŘĆÜÞŻÀĂİ ÝţþďĄÚóŘ Œþ Simplex ÝţþďĄÚóŘ ŚþŊ (1

?ťĺŘ ÂþÁŢöŚþŚŢ

?ÝČûć ôŚźœŘ üţ§Řď ĆŞ Řď pj ø rij ďŘÀÖõ ĆśĺŚ¡õ ÝČœŘĄŮüõ ŚþŊ (2

:ĎŚŞ ŰĎŘĄĺ ĳČőĄŮ

Œþ ÂðŘ ĆźČţ œ ďć .ćøÂŞ ŚúœŊ ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ÝţþďĄÚóŘ Ćî ťĺŘ ĆÎÖœ ýćøÀ¡õ ćŘÀãŮ (1

üĺŘď øć ŰďĄÊĂþŘ ÂČè ďć .ćÂþÁŢüõ öŚþŚŢ ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ ,ćĄÈœ ùÀþć ďŚŞ øć ĆÎÖœ

Ć õŘćŘ ďć .ćďŘć Ć õŘćŘ À ŞŘ Ś Ů Ć î À Ă îü õ ćŚź þŘ ýŘĆ Ö Ü§ ùćŘć ăď ďŘÂØ Ů Ś ú œŊ 
 Č Ş Ć î

ĆźČţœ ďć ø ÀŞŚþüõ ÇûŚî ďŘÀÖõ âŞŚŮ ďŘÀÖõ ťĺŘ α0 > 0 öĄİ Ćî ťÔð ÝČûŘĄą

ýŘďŘć ďĄîÁõ bfs Ćî Àûćüõ ăď üŮďĄň ďć ŚúĂŮ α0 = 0 .ćĄŞ ÀûŘĄ£œ ÂÆČõ ďŘÂØŮ

ÂÚþć ĆäĄÞźõ ĆŞ ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ Œþ ěŘ öĄİ Ćî ,ÀłŚŞ ÂÔň n − m ěŘ ÂţÈČŞ

ýŚûĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ěŘ 3 ÛØł ÕśÏ ÂðŘ ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ÀĂîüÞœ ÂČČçŮ bfs ,Ýþøďüõ

.ÝČţêŘüõ ďøć Œþ ďć ,ÝČĂî ďĄśä ABC → ABD → BCD → ABC
:ÝþďŘć k öĄţĺ ýŘÂŞ (2

Ak =
m∑

i=1

rikAei
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ěŘ Ćî ÀłŚŞ üœĄţĺ el ø ùÀł ćďŘø ĆÊ£Èõ ĆäĄÞźõ ĆŞ Ćî ÀłŚŞ üœĄţĺ j ÀČĂî ŋÂê

:ÝþďŘć Ûśì Ç£Ş ěŘ .ťĺŘ ùÀł ŽďŚą öŊ

Ael
=

Aj − ∑m
i=1,i�=l rijAei

rlj

:ÝþďŘć ýÀãŞ ďŘÂØŮ ďć ĆźČţœ ďć

Ak =
m∑

i=1

rikAei

=
∑
i�=l

rikAei + rlkAel

=
∑
i�=l

rikAei + rlk

Aj − ∑
i�=l rijAei

rlj

=
∑
i�=l

(rik − rlkrij

rlj
)Aei +

rlk

rlj
Aj

:ÝþďŘć ÀþÀŻ ďŘÂØŮ ďć ĆźČţœ ďć

r′ik =

{
rik − rlkrij

rlj
i �= l

rlk
rlj

i = l

.ćďøŊ ťĺÀŞ pk ěŘ Řď p′k öŘĄŮüõ ĆŞŚÈõ ěÂÏ ĆŞ

üÜňŘ ďĄ¡õ �ČœŘĄì 2-3-4

ýŘÂŻŘ .ÝČţÔČŞ ďøć ďć ťĺŘ 
ØÞõ ,ćĄł ÂÔň ÂŞŘÂŞ α0 Ćî üœŚõě ,Àł ĆţÔð Ćî ďĄÎœŚÞû

.ÀĂîüõ 
ČÞÌŮ Řď ýďøć ĆœĄð Âû ćĄśœ Âþě 
ČœŘĄì ěŘ üØþ

:ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď pj 
þÂţÞî Ćî 
î ćďŘø ĆäĄÞźõ ĆŞ Řď üœĄţĺ (1

j = arg min
j:pj<0

pj

.ÀĂîüõ ýÂČðĄÜŻ öćŚţêŘ ďøć ĆŞ ěŘ öĄœŚì 
þŘ
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üþŚÞœ ğĄŐď ćŘÀãŮ ŚŞ polytopeŒþ ěŘ üóŚůõ :4 ÛØł

:ÀûÀŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ĆŞ Řď ćĄĺ 
þÂţÈČŞ Ćî 
î ćďŘø ĆäĄÞźõ ĆŞ Řď üœĄţĺ (2

j = arg max
j:pj<0

(z′ − z)

.ÀĂîüõ ýÂČðĄÜŻ öćŚţêŘ ďøć ĆŞ ěŘ öĄœŚì 
þŘ

:
î ćďŘø ĆäĄÞźõ ĆŞ Řď ÅþÀœŘ 
þÂţÞî ŚŞ öĄţĺ (3

j = min{j : pj < 0}

:ÀłŚŞ ĆţłŘć Řď ÅþÀœŘ 
þÂţÞî Ćî 
î éÁ§ Řď üÆî ø

el = min{el :
xel

rlj
= min

{i|rlj>0}
xei

rij
}

.ÀĂîüõ 
ČÞÌŮ ýďøć ĆœĄð Âû ćĄśœ ĆŞ ťśÆœ öĄœŚì 
þŘ

ÀłŚŞüÞœ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ěŘ ÝţþďĄÚóŘ Œþ Simplex 3-3-4

üÎą ýŚûĆõŚ œÂ Ş Û§ ýŘÂŞ Śûľøď 
þÂţú Ş ěŘ üØþ Ýţ þďĄÚóŘ 
þŘ ÝČ ţÔð Ćî üþŚźœŊ ěŘ

ÍĺĄŮ ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ öćĄŞ ŠĄą Ćî ťĺŘ ùÀł đÂÎõ üãČśÏ ďĄÏ ĆŞ ñŘĄĺ 
þŘ ,ÀłŚŞüõ

ÝţþďĄÚóŘ ÝČûć öŚÈœ ÝþďŘć ÀÊì Śõ .ćĄł ťŞŚŹ öŊ öćĄŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ ø üőŚþď ýŚûľøď

ďĄ¡õ 
ČœŘĄì ěŘ üØþ ěŘ ùćŚÔţĺŘ ŚŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ďć ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ĆŞ ÀœŘĄŮüÞœ Simplex
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polytope ýøď Ćî üĺĄŐď ćŘÀãŮ ŚþŊ Ćî ťĺŘ đÂÎõ ñŘĄĺ 
þŘ ÃČİ Âû ěŘ Ûśì .ÀĺÂŞ üÜňŘ

polytope .ÀłŚŞüõ "ÂČą’ ŠŘĄŻ üóø ?ÀłŚŞüõ öŊ ÀãŞ řÆ§ÂŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ ćďŘć ćĄŻø

ŚäÀõ 
þŘ ýŘÂŞ ùćŚĺ polytopeŒþ .ÀłŚŞüõ üþŚÞœ ŚúœŊ ğĄŐď ćŘÀãŮ Ćî ÀœďŘć ćĄŻø üþŚû

ŕøÂł ŚŞ polytopeŒþ

0 ≤ xj ≤ 1 j = 1,2, . . . , n

ďŘÂì Ś Ş ğŘď 2n ýŘďŘć ø ýŘĆÜÞŻÀĂİ Âû ýŘÂŞ facet 2n ýŘďŘć polytope 
þŘ .ÀłŚ Şüõ


ţłŘć .ťĺŘ ùÀõŊ 3 ÛØł ďć üúŻø 3 Œþ ýŘÂŞ ñŚůõ .ÀłŚŞüõ 1 Śþ 0 ÂŞŘÂŞ xj Âû öćŘć

ğĄŐď ĆÞû Ý ţ þďĄÚ óŘ 
 þŘ öĄİ ,ÀłŚ Ş üÔ Ă õ Ć ţØ œ Śf õøÃ ó À œŘĄ ŮüÞ œ ğŘď üþŚÞ œ ćŘÀã Ů

ýŚ ź Ş A → D ěŘ Â Č Æ õ Œ þ ť ĺŘ 
 Ø Þ õ 4 Û Ø ł ďć ñŚ ů õ ýŘÂ Ş .À Ă îü Þ œ ü Ï Řď

ÝČûć öŚÈœ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ .ćĄł ŠŚ£ţœŘ ďĄ¡õ ñĄňŘ ěŘ üØþ ĆþŚŢÂŞ A → B → C → C → D

üÏ Řď ğĄŐď ěŘ ÀĂÜŞ ýŘĆóŚśœć öŊ ýŘÂŞ Ćî ćĄł ùćě üóŚůõ ÀþŚŞ ťĺŘ ÂÎą ďć ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ


þŘ Àûćüõ öŚÈœ ñŚůõ 
þŘ Ćî ,ÀĂî ŘÀČŢ ÇûŚî ĆóŚśœć 
þŘ ýŚţĺŘď ďć ďŘÀÖõ âŞŚŮ Ćî ÀĂî

ďŘÀÖõ âŞŚŮ Œþ ø Œþ Śõ éÀû 
þŘ ĆŞ öÀČĺď ýŘÂŞ .ćďŘć ôěĎ ďŘÂØŮ ýćŚþě ćŘÀãŮ ÝţþďĄÚóŘ

ďŚ ţąŚĺ Œþ ÝČ Ăîüõ üãĺ Śõ .ÝČ œěüõ ñŚů õ Řď ÀţÔ Č Ş üœĎĄÏ üÈûŚî ÂČÆõ Œþ ďć Ćî
1üÜî ÍĺĄŮ Ćî ýďŚţąŚĺ 
ČżÞû Œþ ŚźĂþŘ ďć .ÝČĂî ŘÀČŢ üúŻø n 
þŘ ýŘÂŞ Śśþě üŮŚČśČîÂŮ

ďć Řď Âþě ýŚûýÂŞŘÂŞŚœ ø ε ∈ (0, 1
2
) ÀČĂî ŋÂê .ÝČûćüõ öŚÈœ ,ťĺŘ ùÀł ùćŘć 2üţĂČõ ø

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ
0 ≤ x1 ≤ 1

εx1 ≤ x2 ≤ 1− εx1
...

εxi−1 ≤ xi ≤ 1− εxi−1
...

εxn−1 ≤ xn ≤ 1− εxn−1

Klee �

Minty �
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Simplex ÝţþďĄÚóŘ öćĄŞ üþŚÞœ :5 ÛØł

ŚŞ üÎą ĆõŚœÂŞ Œþ Śõ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ 5 ÛØł ďć ýÀãŞ 3 ťóŚ§ ďć ñŚůõ 
þŘ
ÝţþďĄðŘ ŚŞ Řď üÎą ĆõŚœÂŞ �þŘ üţìø .ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ťĺŘ −xn öŊ ďŘÀÖõ âŞŚŮ Ćî ĎŚŞ ŕøÂł
ĆÜ§Âõ Âû ďć öĄţĺ Âû öćÂî ŽďŚą ø öćÂî ćďŘø ýŘÂŞ ĆÜ§Âõ Âû ďć Śõ ,ÝČĂî Û§ Simplex

üþŚÞœ ćŘÀãŮ öŊ ďć Simplex Ćî ćďŘć ćĄŻø ğĄŐď ěŘ ýŘĆóŚśœć ÝČûćüõ öŚÈœ .ÝþďŘć ďŚČţąŘ
öŚÈœ {0,1}n ýŘĆóŚśœć ŚŞ Řď ýÀãŞ n ťóŚ§ ďć ñŚůõ �þŘ ğŘď Âû ŘÀţŞŘ ďć .Àûć ôŚźœŘ ťîÂ§
:ÝþďŘć ýÀãŞ 3 ťóŚ§ ďć ñŚůõ ýŘÂŞ .ÝČûćüõ ôŚźœŘ 0 ŚŞ ε öćÂî žõ ŚŞ Řď ďŚî �þŘ .ÝČûćüõ

V er Encode

(0,0,0) 000

(1, ε, ε2) 100

(1,1− ε, ε − ε2) 110

(0,1, ε) 010

(0,1,1− ε) 011

(1,1− ε,1− ε + ε2) 111

(1, ε,1− ε2) 101

(0,0,1) 001

Œþ ÝČûŘĄąüõ Śõ ñŚ§ .ćĄłüõ žõ Ýû ĆŞ üúŻøÀĂİ øć �þŘ ,ćĄł žõ 0 ĆŞ ε üţìø ĆźČţœ ďć
Ćî ,ÀŞŚþüõ ÇþŘÃêŘ xn ďŘÀÖõ ÂČÆõ �þŘ ďć ÝČûć öŚÈœ ø ùćÂî ŘÀČŢ {0,1}n ďć üœĄţÜČõŚû ÂČÆõ

:ÝČĂîüõ ùćŚÔţĺŘ 3ýÂð Àî ěŘ ďŚî�þŘ ýŘÂŞ

Gray �
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ýÂð Àî :6 ÛØł

:ťĺŘ Âþě ŰďĄň ĆŞ ýÀãŞ 3 ťóŚ§ ďć ÂČÆõ �þŘ ñŚůõ ýŘÂŞ

Π3 = 000→ 100→ 110→ 010→ 011→ 111→ 101→ 001

üœĄţÜČõŚû ÂČÆõ ďć ÂÚþć bfs ĆŞ bfs Œþ ěŘ üţìø ĎŚŞ üÎą ĆõŚœÂŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ . 3-4 Ýó
.ÀĂîüõ ŘÀČŢ ÇûŚî ,ÝČĂîüõ ťîÂ§ ,ĎŚŞ ďć ùÀł ĆţÔð

ĆõŚœÂŞ 
þŘ .ÝČĂî ŘÀČŢ ĎŚŞ üÎą ĆõŚœÂŞ ďć Řď bfs ÝČœŘĄŮüõ ĆœĄÚİ Ćî ÝČĂČśŞ ŘÀţŞŘ ďć

ýÂŞŘÂŞŚ œ n ÍĺĄŮ bfs ,ćĄłüõ đÂÎõ 
þďŚÞŮ ďć Ćî ýÃČİ ÕśÏ .ťĺŘ ŕÂł 2n ýŘďŘć

ø xi ≥ εxi−1 Â ŞŘÂ ŞŚ œ ťÔŻ Âû ýŘÂ Ş .À ĂłŚ Ş ýÂ ŞŘÂ Ş Ćî ćĄłüõ ŠŚ£ţ œŘ üÎą ÛÖţÆõ

ŠŚ£ţœŘ 2n Śõ Ûî ďć ĆźČţœ ďć .ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ Řď ŚúœŊ ěŘ üØþ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,xi ≤ 1− εxi−1

ďć ĆźČţœ ďć .ÀĂłŚŞüõ üÎą ÛÖţÆõ ŠŚ£ţœŘ 2n 
þŘ ěŘ ôŘÀî Âû Àþć öŘĄŮüõ üţ§ŘÂŞ .ÝþďŘć

.ÀĂîüõ ùďŚłŘ Śõ ğŘď 2n ĆŞ Ćî ÝþďŘć üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ 2n ñŚůõ 
þŘ

Â ČÆõ ,n = 2 ďć ŘÂÖ ţĺŘ Ć þŚ Ţ ýŘÂ Ş .Ý Č ûćüõ ôŚź œŘ ŘÂ Ö ţĺŘ Ś Ş Řď ďŚ î 
þŘ .ŰŚ ś ŹŘ
: ťĺŘ Âþě ŰďĄň ĆŞ Śõ üÎą ĆõŚœÂŞ .ÝþďŘć Řď Π2 = 00→ 10→ 11→ 01 üœĄţÜČÞû

min−x2

x1 ≥ 0

x1 ≤ 1

x2 ≥ εx1

x2 ≤ 1− εx1
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(x1, x2) üĂãþ .ÀŞŚ þüõ ÇûŚî ÂČÆõ 
þŘ ďć ďŘÀÖõ âŞŚŮ Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ

:ÀĂĂîüõ üÏ Řď Âþě řČŮÂŮ

(0,0) → (1, ε) → (1,1− ε) → (0,1)

ÀãŞ ďć Śõ üúŻø ÀĂİ ýŘÂŞ ŋÂê ÝČĂîüõ ŋÂê .ÝþěŘćÂŢüõ ŘÂÖţĺŘ ŋÂê ŰŚśŹŘ ĆŞ ñŚ§

.ÝČĂî ťŞŚŹ ýÀãŞ nťóŚ§ ýŘÂŞ Řď öŊ ÝČĂîüõ üãĺ .ÀłŚŞ ďŘÂìÂŞ n − 1
.ťĺŘ Πn ñøŘ Ç£Ş Ćî ÝČĂîüõ áøÂł 0 . . .010 ĆŞ 0 . . .0ğŘď ěŘ Řď ťîÂ§ Śõ

ďć ÂąŊ ÂÊĂä Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ťĺŘ n−1 ÀãŞ ýŘÂŞ üÈûŚî ÂČÆõ Œþ 
þŘ ŘÂÖţĺŘ ŋÂê ÕśÏ
ÕśÏ .ÝČĂî ŠŚ£ţœŘ Řď xn = εxn−1 ÀþŚŞ ĆÈČÞû Ćî ÝČœŘćüõ Śõ ťĺŘ 0 ĆÈČÞû ÂČÆõ 
þŘ

n ÀãŞ ďć Śõ üÎą ĆõŚœÂŞ ŚźĂþŘ ĆŞ ŚŮ ĆźČţœ ďć ø ťĺŘ ÇþŘÃêŘ ñŚ§ ďć xn−1 ŘÂÖţĺŘ ŋÂê

ěŘ öŊ ďć xn Ćî Ýþøďüõ 0 . . .011 ĆŞ 0 . . .010 ěŘ ÂČÆõ 
þŘ ďć Åşĺ .ÀŞŚþüõ ÇûŚî

âŞŚŮ ø ÀĂîüõ ŘÀČŢ ÇþŘÃêŘ xn ěŚŞ ťĺŘ ε < 1
2
öĄİ Ćî ÀĂîüõ ÂČČçŮ 1− εxn−1 ĆŞ εxn−1

.Ý þøďüõ 0 . . .01 Ć Ş 0 . . .11 ěŘ Řď ÂČÆõ ôøć ĆÞČ œ ÂąŊ ďć .ÀĂîüõ ŘÀČ Ţ ÇûŚî ďŘÀÖõ

ĆÞČœ 
þŘ ñĄÏ ďć xn−1 ĆźČţœ ďć .ÀĂłŚŞüõ Πn−1 ÂČÆõ ÅØä ÂČÆõ 
þŘ ñøŘ ťČŞ n − 1
xn = 1 − εxn−1 ĆźČţ œ ďć ,ťĺŘ 1 ĆÈČÞû ÂąŊ ťČŞ öĄİ ø ÀĂîüõ ŘÀČŢ ÇûŚî ÂČÆõ

âŞŚŮ ùěŘÀœŘ ĆźČţœ ďć ø ùćÂî ŘÀČŢ ÇþŘÃêŘ ÃČœ ÂČÆõ ĆÞČœ 
þŘ ñĄÏ ďć xn ĆźČţœ ďć .ťĺŘ

� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ÝØ§ ø ùćÂî ŘÀČŢ ÇûŚî ÂČÆõ ñĄÏ ďć ďŘÀÖõ

ĆţØœ 
þŘ .ćÂî üÏ Řď üþŚÞœ ÂČÆõ Œþ Simplex ÝţþďĄÚóŘ Ćî ÝþćŘć öŚÈœ ñŚůõ 
þŘ ďć

ďŘÂ ì Â ČÆõ 
þŘ ďć Řď Ś õ Ýû üÜňŘ ďĄ¡õ ñĄňŘ 
þÂţú Ş Ćî ÝČ Ă îüõ Śûď ŰŚś ŹŘ öøÀ Ş Řď

öŊ ěŘ Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ Ćî üĺŘď ýŘÂŞ üĂČÞÌŮ žČû Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ÂÑœ ďć .ÀĂûćüõ

üÜØÈõ ,ùÀł ŠŚ£ţœŘ ñŚůõ ďć Ćî üĺŘď ěŘ ťîÂ§ ĆźČţ œ ďć .ćďŘÀœ ćĄŻø ,ÝČĂî áøÂł

.ÀĂî ťîÂ§ üþŚÞœ ÂČÆõ 
þŘ ďć ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ ťĺŘ 
ØÞõ ĆźČţœ ďć ø ĆţłŘÀœ



63 SIMPLEX ÝţþďĄÚóŘ 4 ÛÊê

Smooth ÛČÜ¡Ů 4-4

In ýćøďø ŰĎŚ§ ôŚÞŮ ďć A ÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŞ Řď T öŚõě 
þÂţÈČŞ ,ŘÂŻŘ öŚõě ťóŚ§ 
þÂŮÀŞ

ÍĺĄţõ ďĄÏ ĆŞ Ćî Řď üœŚõě ďŘÀÖõ ,ÝţþďĄÚóŘ Œþ ÍĺĄţõ öŚõě Ćî üóŚ§ ďć ,ÀþĄðüõ Śõ ĆŞ

öŚõě 
ČÚœŚČõ üÜňŘ ùěŚŞ ďć Řď ŘÂŻŘ öŚõě 
þÂţÈČŞ Smooth ÛČÜ¡Ů .ÀþĄðüõ ,ÀÈîüõ ñĄÏ

Ćî ÝČĂî ďĄÊŮ ÝČœŘĄŮüõ Śõ .ćĄłüõ É£Èõ σ ÂČçţõ ÍĺĄŮ ùěŚŞ 
þŘ .ÀĂîüõ üĺďÂŞ ŘÂŻŘ

ŰĎŚ§ ďć ÝţþďĄÚóŘ üĺďÂŞ ýŘÂŞ Řď Śõ 
þŘ .ÀĂîüõ ĄðěŚŞ Řď 
ČÚœŚČõ ťóŚ§ ěŘ ĆÜňŚê σ

:ěŘ ÀœŘŰďŚśä ŚûÛČÜ¡Ů 
þŘ üőŚþď ôÂê ďć .ÀĂîüõ ÂŮŚœŘĄŮ ÓÜţ£õ

maxw∈In T (x) = (A;n)ťóŚ§ 
þÂŮÀŞ (1

avgw∈In
T (x) = (A;n) 
ČÚœŚČõ ťóŚ§ (2

maxw∈In avg T ( ÀłŚŞ x ĆþŚÆÞû σ ďć w) = (A;n;σ) SmoothťóŚ§ (3

üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ŰĎŘĄĺ ýŘÂŞ .Eqn. 1 ≥ Eqn. 3 ≥ Eqn. 2 Ćî Àþć öŘĄŮüõ üţ§ŘÂŞ

.ćďŘć ĆÜßÆõ Û§ üÚœĄÚİ ĆŞ üÚţÆŞ σ ďŘÀÖõ

. (Simplex ÝţþďĄÚóŚ;n;σ) Smooth ťóŚ§ = poly (m,n, 1σ ) . 1-4 ĆČÌì

ÂŞ ýŘĆÜÞŻÀĂİ öŚõě ďć Řď üÎą ĆõŚ œÂ Ş Âû Simplex Ýţ þďĄÚóŘ Ćî ÀþĄðüõ ĎŚ Ş Ć ČÌì

.ćĄł 0 ÂŞŘÂŞ σ ďŘÀÖõ Ćî ťĺŘ üţìø ťóŚ§ 
þÂŮÀŞ âìŘø ďć .ÀĂîüõ Û§ 1σ ø n ø mřÆ§

ø ťĺŘ ćŚþě Ćœ σ Ćî üţóŚ§ ďć ø ÝþĄłüõ ŒþćÃœ 
ČÚœŚČõ ťóŚ§ ĆŞ ťìĄœŊ ÀłŚŞ ćŚþě σ ÂðŘ

ýÃþďĆõŚœÂŞ ÛŐŚÆõ ďć .ÝČłŚŞüõ 
ČÚœŚČõ ťóŚ§ ø ťóŚ§ 
þÂŮÀŞ 
ČŞ ýÃČİ Œþ ,Ýî Ćœ

ÀþĄðüõ Śõ ĆŞ ĆČÌì 
þŘ .ÀłŚŞüõ ýŘĆÜÞŻÀĂİ 
ČÚœŚČõ ťóŚ§ ø üþŚÞœ ťóŚ§ 
þÂŮÀŞ üÎą

.ťĺŘ üŞĄą ŚfţśÆœ ÝţþďĄÚóŘ ,Simplex ÝţþďĄÚóŘ Ćî
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üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ýøď ťîÂ§ :7 ÛØł

Kalai ÿþŚţœ 1-4-4

n ø ŕÂł m ÍĺĄŮ Ćî ÀłŚŞ ý polyhedron ďć ÂÎì Œþ ñĄÏ ĆĂČÈČŞ ∆(n,m) ÀČĂî ŋÂê

ñŚůõ Œþ ŚŞ Řď ĆźČţœ 
þŘ Śõ .ÀłŚŞüõ ∆(n,2n) ≥ nŰďĄň 
þŘ ďć .ćĄłüõ ÓþÂãŮ ÂČçţõ

.ÝČûćüõ öŚÈœ

,ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ 5 ÛØł ďć Ćî Řď n ÀãŞ ŚŞ üúŻøÀĂİ Œþ Âþě ŕøÂł . 2-4 ñŚůõ
:ÀĂĂîüõ ÓþÂãŮ

0 ≤ x1 ≤ 1
...

0 ≤ xn ≤ 1
Œþ ÂÎì Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ćďŘć ĆÜ§Âõ n ÂůîŘÀ§ polyhedron �þŘ ďć ĆÎÖœ øć �ČŞ ÂČÆõ Âû

ĆźČţ œ ďć ,ÀłŚ Şüõ ğĄŐď �Č Ş ýŚûÂČÆõ �þÂţûŚ ŮĄî �Č Ş ÂČÆõ �þÂŮÀĂ Ü Ş polyhedron

.ÀłŚŞüõ n ñŚůõ �þŘ ďć �ØÞõ ÂÎì �þÂţÈČŞ

.∆(n,m) = Θ(n + m) üÜî ťóŚ§ ďć . ğÀ§

ťîÂ§ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ťúŻ ďć ćĄłüõ ÓþÂãŮ ∆(n,m) ÍĺĄŮ Ćî ýÂČÆõ ,đĄőĄŞ

ďŘćťúŻ ÂÎì Ć Ă ČÈČ Ş .ÀłŚ Şüõ ĆÎÖ œ øć 
Č Ş Â ČÆõ 
þÂţûŚ ŮĄî 
þŘ âìŘø ďć .ÀĂîüÞ œ

øć 
ČŞ 〈c, x〉 ďŘÀÖõ âŞŚŮ ťúŻ ďć ŚûÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî 
ČŞ ÂČÆõ 
þÂţðďÃŞ ÂŞŘÂŞ ∆′(n,m)
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ĆźČţ œ ďć .ÀłŚŞüõ ,ćĄłüõ ÓþÂãŮ ĆÎÖœ n ø ŕÂł m Ś Ş Ćî polyhedronŒþ ďć ĆÎÖœ

.ÀłŚŞüõ ∆′(n,m) ≥ ∆(n,m)

ÂÚþć ğŘď Ć Ş ø ÝþćÂî áøÂł polyhedronğŘď Œþ ěŘ Ś õ Simplex Ýţ þďĄÚ óŘ ďć

ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ĆŞ ŚŮ ÝþćŘć ĆõŘćŘ Řď ďŚî 
þŘ ø ,ťłŘć Řď ďŘÀÖõ âŞŚŮ ýÂţÈČŞ ďŘÀÖõ Ćî ÝČţêď

ôŚÞŮ ÂČçţõ n ø ŕÂł m ŚŞ üÎą ĆõŚœÂŞ Âû ýŘÂŞ ďŘÂØŮ τ ďć Simplex ÝţþďĄÚóŘ ÂðŘ .ÝČĺÂŞ

.ÀłŚŞüõ τ ≥ ∆′(n,m) ≥ ∆(n,m)ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ćĄł

üúŻøÀĂİ Œþ ýŘÂŞ Ćî üêŘÂð ýŘÂŞ ÂÎì ùÀþŘ ěŘ Kalai ÝţþďĄÚóŘ ,1992 ñŚĺ ďć

Ć î ,ćĄ Ş ü óŚÞ ţ§Ř Simplex Ý ţ þďĄÚ óŘ Œþ Ý ţ þďĄÚ óŘ 
 þŘ .À õŊ ťĺÀ Ş ,ćĄłüõ Ć ţąŚĺ

ýŘÂ Ş Ćî ćĄ Ş ýÀœŚ Ş 
Č óøŘ 
þŘ .ÀłŚ Şüõ exp(O(
√

n log n)) ěŘ öŊ ýŘÂ Ş ďŘÂØŮ ýĎŚ Ş À§

.ÀõŊ ťĺÀŞ ∆′(n,m)



5 ÛÊê

üóŚÞţ§Ř üŮŚČśČîÂŮ ýŚûÝţþďĄÚóŘ

öŚÈœ Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ Û§ ďć üóŚÞţ§Ř ýŚûÝţþďĄÚóŘ ěŘ üóŚůõ ÝþďŘć ÀÊì Ç£Ş 
þŘ ďć

.ÝČûć

üóŚÞţ§Ř üŮŚČśČîÂŮ ýŚûÝţþďĄÚóŘ 1-5

ÂÑœ ďć ,ťĺŘ Ýî öŊ ýŚûÂČçţõ ćŘÀãŮ Ćî Řď ŕÂł m ø ÂČçţõ n ŚŞ Ax ≤ b üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ


þŘ ďć ,ÀłŚŞ ğŘď Œþ x ÂðŘ Ćî ÀþďøŊ ćŚþ ĆŞ .ÀłŚŞ ŕøÂł ĆäĄÞźõ H ÀČĂî ŋÂê .ÀþÂČÚŞ

ŚŞ ñŘĄĺ ýŘÂŞ ŠŘĄŻ .ÀĂþŊüõ ďć x ýŘÂŞ ýÂŞŘÂŞ ŰďĄň ĆŞ üÎą ÛÖţÆõ ýÂŞŘÂŞŚœ nŰďĄň

üœŘÂ¡Ş ŕøÂł ,ŚûýÂŞŘÂŞŚœ 
þŘ ĆŞ Śõ .ćĄŞ ÀûŘĄą Śõ üÜňŘ ĆÜßÆõ ŠŘĄŻ ÂŞŘÂŞ ŕÂł n 
þŘ

.ÀœŘùÀł ùćŘć öŚÈœ 1 ÛØł ďć üœŘÂ¡Ş ŕøÂł .ÝČþĄðüõ

Seidel ÝţþďĄÚóŘ 1-1-5

ýŚû n ýŘÂŞ Ćî ÀłŚŞüõ üÎą ýŚûĆõŚœÂŞ ýŘÂŞ ùćŚĺ üóŚÞţ§Ř ÝţþďĄÚóŘ Œþ ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ

.ÀĂîüõ ďŚî ŠĄą ŒİĄî
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üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ ýøď ťîÂ§ :1 ÛØł

(H) Seidel ÝţþďĄÚóŘ

(ÀłŚŞüõ ŕøÂł ĆäĄÞźõ H) 
î ŠŚ£ţœŘ Řď h ∈ H Œþ üóŚÞţ§Ř ďĄÏ ĆŞ

.ùÀŞ ďŘÂì x = Seidel (H − {h})

ćÂîüõ ëÀň h ďć x ÂðŘ
öŘćÂðÂŞ Řď x

ŰďĄň 
þŘ ÂČè ďć
.ěŚÆŞ ŚúœŊ ěŘ Řď H ′ ø ĆţêÂð h ŕÂł ďć Řď H ŕøÂł ĆÞû ÂþĄÊŮ

.öŘćÂðÂŞ Řď Seidel (H ′)

ÂČè ďć .ÀłŚŞüõ üÜňŘ ĆÜßÆõ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ Ćî ÀĂî ëÀň h ďć x ÂðŘ ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ ďć

ďć h üĂãþ .ćÂČð ďŘÂì ÀĂîüõ ÓþÂãŮ h Ćî ýŘĆ¡Ôň ÂŞŘ ďć ÀþŚŞ ŚfÞţ§ ŠŘĄŻ ŰďĄÊĂþŘ

ÂŞŘ 
þŘ ÂŞ Řď ÂÚþć ŕøÂł ôŚÞŮ Śõ ťóŚ§ 
þŘ ďć .ÀłŚŞüõ ýÂŞŘÂŞ ŰďĄň ĆŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ

ďĄÏ ĆŞ Řď ŕÂł m − 1 ø ÂČçţõ n − 1 ŚŞ üÎą ĆõŚœÂŞ Śõ ťþŚúœ ďć ø ÝČĂîüõ ÂþĄÊŮ Ć¡Ôň
.ÝČĂîüõ Û§ üţÈðěŚŞ
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seidel ÝţþďĄÚóŘ :2 ÛØł

ñŚůõ �þŘ ďć .ÝþěŘćÂŢüõ ÝţþďĄÚóŘ �þŘ ĆŞ ,ùÀł ùćŘć öŚÈœ 2 ÛØł ďć Ćî ñŚůõ Œþ ŚŞ
ŠŘĄŻ đĄőĄŞ .ťĺŘ ùÀł ŕŚ¡õ Ć¡ÔňÂŞŘ 6 ŚŞ polytope ø ÀĂîüõ ùďŚłŘ ĎŚŞ ĆŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ
üœŘÂ¡Ş ŕÂł øć ,Ć¡ÔňÂŞŘ øć �þŘ âìŘø ďć .ÀłŚŞüõ 4 ø 3 Ć¡ÔňÂŞŘ ćďĄąÂŞ Û¡õ ďć ĆĂČúŞ

.ÀĂłŚŞüõ ĆÜßÆõ �þŘ

Â Čè x ĆØ Ă þŘ öøÀ Ş ćĄł éÀ§ ÀœŘĄ Ůüõ 6 ø 5 ø 2 ø 1 ýŚûĆ¡ÔňÂ ŞŘ ěŘ ôŘÀîÂû

ø ÀłŚŞ ćďĄą ďĄłŚû ťÞÆì ďć ÀþŚŞ xŠŘĄŻ ,ÀłŚŞ h = 4 ñøŘ ĆÖÜ§ ďć ÂðŘ .ćĄł 
ØÞõ

ÀłŚŞüõ üœŘÂ¡Ş ŕøÂł ěŘ üØþ 4 Ć¡ÔňÂŞŘ Ćî ÝČÞúêüõ Śõ ÅŢ .ÀĂîüÞœ ďŘÂìÂŞ Řď h ŕÂł

Œþ ĆŞ polytope ĆźČţœ ďć .ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć Řď ŕÂł 
þŘ ÂŞ ÂÚþć ŕøÂł ôŚÞŮ ÂþĄÊŮ ø


þŘ ďć ÃČœ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ø ťĺŘ ùÀł ÛþÀśŮ üÜśì ěŘ ÂţÞî üØþ ùěŘÀœŘ ĆŞ ýÀãŞ ŚŞ üÎą ĆõŚœÂŞ

.ÀœŚõüõ üìŚŞ ťŞŚŹ ťóŚ§

Śõ ťóŚ§ 
þÂţúŞ ďć .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ŕÂł m 
ČŞ ďć üœŘÂ¡Ş ŕÂł k ÀČĂî ŋÂê

ďøć h üœŘÂ¡Ş ŕÂł ŠŚ£ţœŘ ěŘ Ûśì Řď üœŘÂ¡Ş ÂČè ŕÂł m − k ÝţþďĄÚóŘ Ćî ÝþďŘć ťĺøć

ÝţþďĄÚóŘ ø ÝþďŘć h ýøď öćÂî ÂþĄÊŮ ýŘÂŞ ŕÂł ýÂţÞî ćŘÀãŮ Śõ ťóŚ§ 
þŘ ďć .ćěŘÀĂČŞ

ÂÚþć ŕøÂł ěŘ Ûśì Řď üœŘÂ¡Ş ŕÂł k ÝţþďĄÚóŘ ,ťóŚ§ 
þÂŮÀŞ ďć .ćĄłüõ ôŚÞŮ ÂŮâþÂĺ
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seidel ÝţþďĄÚóŘ ďć üœŘÂ¡Ş ýŚûýÂŞŘÂŞŚœ :3 ÛØł

ĆŞ Řď üœŘÂ¡Ş ÂČè ŕøÂł ôŚÞŮ Ćî ÝþďŘć ěŚČœ Śõ ŕøÂł 
þŘ ěŘ ôŘÀî Âû ýŘÂŞ ø ÀĂîüõ ŠŚ£ţœŘ


þŘ üðÀČżČŢ Śõ ĆõŘćŘ ďć .ćĄł ÂŮÀĂî ÝţþďĄÚóŘ Ćî ćĄłüõ űäŚŞ 
þŘ ø ÝČĂî ÂþĄÊŮ öŊ ýøď

.ÝČĂîüõ üĺďÂŞ Řď ÝţþďĄÚóŘ

Seidel ÝţþďĄÚóŘ ÛČÜ¡Ů 2-1-5

Ýî üØþ ŕøÂł ćŘÀãŮ ťÈðěŚŞ Âû ďć . m ≥ n ø ÀłŚŞ m × n üÆþÂŮŚõ A ÀČĂî ŋÂê

üţìø .ÝČĂî Œİ h ďć Řď x öćĄŞ ëćŚň ŚŮ ÀÈîüõ ñĄÏ O(n) öŚõě ĆÜ§Âõ Âû ďć .ćĄłüõ

ÂþĄÊŮ h ŕÂł ÂŞ Řď ÂÚþć ŕøÂł ôŚÞŮ ŚŮ ťĺŘ ôěĎ O(mn) öŚõě ,ćÂîüÞœ ëÀň h ďć x

:ťĺŘ Âþě ŰďĄň ĆŞ üţÈðěŚŞ ÝţþďĄÚóŘ 
þŘ üðÀČżČŢ ĆźČţœ ďć .ÝČĂî

T (n,m) = T (n,m −1) + O(n) +

{
0 if x satisfies h

O(mn) + T (n − 1,m − 1) otherwise

üœŘÂ¡Ş ,ŕÂł m ěŘ ŕÂł n ÂůîŘÀ§ üĂãþ ,ćĄł ÂţÈČŞ n ěŘ ÀœŘĄŮüÞœ ťìøžČû A ĆśŮď

ĆźČţœ ďć .ćĄłüõ É£Èõ ŕÂł n ÂůîŘÀ§ ŚŞ polytope ěŘ ğŘď Âû ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ÀłŚŞüõ

:ÝþďŘć ĆźČţœ ďć .ÀţêŘüõ ëŚÔŮŘ n
m ñŚÞţ§Ř ĆŞ ÀĂØœ ëÀň h ŕÂł ďć x Ćî üţóŚ§

T (n,m) = T (n,m − 1) + O(n) +
n

m
(O(mn) + T (n − 1,m − 1))

.ćĄłüõ ŘÂŻŘ O(n!m) üþŚÞœ öŚõě ďć Seidel ÝţþďĄÚóŘ . 1-5 Ýó

.ÝČĂîüõ ťŞŚŹ Řď ÝØ§ n + m ýøď ýĄì ýŘÂÖţĺŘ ŚŞ .ŰŚśŹŘ

ÝţþďĄÚóŘ ĆźČţœ ďć .ćďŘć ďŘÀÖõ m öćÂî Œİ ĆŞ ěŚČœ ŚúĂŮ ÝţþďĄÚóŘ ,ÀłŚŞ n = 1 ÂðŘ

Ý û ÀłŚ Ş m = 0 Â ðŘ .ťĺŘ O(n!m) = O(m) öŚ Þ û Ć î ćĄłü õ ŘÂŻŘ O(m) öŚ õě ďć
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seidel ÝţþďĄÚóŘ :4 ÛØł

ÂðŘ üĂãþ ,ÀłŚŞ ťĺďć ÝØ§ n + m ěŘ ÂţÞî ÂþćŚÖõ ýŘÂŞ ÀČĂî ŋÂê .T (n,0) = O(0)

.T (n,m) = O(n!m) ÝČûć öŚÈœ ÝČûŘĄąüõ .ťĺŘ T (i, j) = O(i!j) ,ÀłŚŞ i + j < n + m

:ÝþďŘć

T (n,m) = T (n,m − 1) + O(n) +
n

m
(O(mn) + T (n − 1,m − 1))

T (n,m) = O(n!(m − 1)) + O(n) + O(n2) +
n

m
O((n − 1)!(m − 1))

= O(n!(m − 1)) + O(n!)

= O(n!m)

� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ÝØ§ ĆźČţœ ďć ø

Ćî ďĄÎœŚÞû .ÀĂłŚśœ ŚţØþ ÀĂœŘĄŮüõ üœŘÂ¡Ş ŕøÂł ĆäĄÞźõ Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć ÂÏŚą ĆŞ

Řď H ′ ÂðŘ .ťĺŘ ĆĂČúŞ ĆÎÖœ ,ćďŘć ďŘÂì ôÂû ýĎŚŞ ďć Ćî ýŘĆÎÖœ ,ćĄłüõ ùÀþć 4 ÛØł ďć

ĆĂČúŞ ĆÎÖœ ÃČœ H ′ ěŘ ŚŮ 3 Âû ,ÝþÂČÚŞ ÀœŘùćÂî ćďĄąÂŞ ĆĂČúŞ ĆÎÖœ ďć Ćî Ć¡ÔňÂŞŘ 4 ĆäĄÞźõ

éÁ§ H ′ ěŘ Řď ŕÂł 4 
þŘ ěŘ üØþ Seidel ÝţþďĄÚóŘ ÂðŘ üĂãþ ,ÀĂĂîüõ É£Èõ Řď ĆÜßÆõ

.ÀĂłŚŞüõ üœŘÂ¡Ş ŕøÂł ùÀœŚÞČìŚŞ ŕÂł 3 ,ÀĂî
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Matousek, Sharir, Welzl ťêÂÈČŢ 3-1-5

ďŚ ţ ąŚ ĺ Œ þ Í ĺĄ Ů Řď Seidel Ý ţ þďĄ Ú óŘ Matousek, Sharir,Welzl ,1992 ñŚ ĺ ďć

ÂŞŘÂŞ Ćî Àł ÂźĂõ ÂţØİĄî üðÀČżČŢ Œþ ĆŞ ťêÂÈČŢ 
þŘ .ÀœćŘć ťêÂÈČŢ ,ÂŮĆţêÂÈČŢ

.ÀłŚŞüõ exp(2
√

n ln m√
n

+ O(
√

n + ln m))



6 ÛÊê

Duality

ťŞŚŹ Řď Duality ĆČÌì .ÝþěŘćÂŢüõ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ďć Duality ű¡śõ ĆŞ Ç£Ş 
þŘ ďć

ťŞŚŹ Řď Farkas Ýó ,ùćŘć ĳČőĄŮ Complementary slackness ùďŚŞďć 
ČĂżÞû ø ÝČĂîüõ

Řď Neumann ĆĂČÈČśÞî ĆČÌì ÂąŊ ďć ø .ÀœďŘć ÂÚþÀØþ ŚŞ üØþćÃœ ďŚČÆŞ ĆÎŞŘď Ćî ùćÂî

.ćŘć ÝČûŘĄą ĳČőĄŮ

Duality ĆČÌì 1-6

.ÝČĂî áøÂł ñŚůõ 2 ŚŞ Řď ďŚî ŘÀţŞŘ ďć ÀČûć ùěŚŻŘ

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě üÎą ĆõŚœÂŞ . 1-6 ñŚůõ

min−x2

x1 + x2 ≤ 8
−3x1 + 2x2 ≤ 6

:ÝþďŘć ?ÝČĂî ŘÀČŢ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘÂŞ üĂČþŚŢ À§ ÝČœŘĄŮüõ ĆœĄÚİ

3(x1 + x2) ≤ 24
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3(x1 + x2) + (−3x1 + 2x2) ≤ 30

:ĆźČţœ ďć ø

−x2 ≥ −6

.ÀłŚŞüõ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘÂŞ üĂČþŚŢ À§ −6řČŮÂŮ �þŘ ĆŞ ø

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě üÎą ĆõŚœÂŞ . 2-6 ñŚůõ

max5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 ≤ 5
x1 + x2 + 2x3 + 3x4 ≤ 3
xi ≥ 0 , i = 1,2,3,4

:ÝþďŘć ? ÝþďøŊ ťĺÀŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘÂŞ üþĎŚŞ À§ Œþ ÝČœŘĄŮüõ ĆœĄÚİ

5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4 ≤ 8(x1 + 2x2 + 3x3 + x4) ≤ 40

:ÝþďŘć �ČĂżÞû ø

5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4 ≤ 6(x1 + x2 + 2x3 + 3x4) ≤ 18

Ć Ă Č ú Ş ŠŘĄ Ż .ćŘć öŚ È œ Ś õ Ć Ş Řď ýÂ ŮýĄ ì ýĎŚ Ş À § ôøć ýÂ ŞŘÂ ŞŚ œ ü Ă ã þ

:ÝþďŘć ,ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď x1 = 1, x2 = 2, x3 = x4 = 0

5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4 = 5+ 12+ 0+ 0 = 17

Â ŞŘÂ Ş 4 Ś Ş Řď ñøŘ ýÂŞŘÂ ŞŚ œ ÂðŘ �Č ĂżÞû .ÀłŚ Şüõ ÂÚþć ýĎŚ Ş À§ Œþ �þŘ Ć Čźţ œ ďć ø

:ÝþďŘć ,ÝČĂî âÞŻ ôøć ýÂŞŘÂŞŚœ

5x1 + 6x2 + 9x3 + 8x4 ≤ 5x1 + 6x2 + 11x3 + 13x4 ≤ 17
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ĆĂČÈČŞ ŰĎŘĄĺ ýŘÂŞ ŠĄą ýĎŚŞ À§ Œþ ñŚśœć ĆŞ Ćî ÀłŚŞ üŞĄą ďŚî ÀœŘĄŮüõ �þŘ ĆźČţœ ďć

øć y1, y2 ≥ 0 ÀČĂî ŋÂê .ÝþćÂÚŞ ýěŚĺ ĆĂČÞî ÛŐŚÆõ ýŘÂŞ �ČþŚŢ À§ Œþ Śþ ø ,ýěŚĺ

:ÝþďŘć ĆźČţœ ďć .ÝČĂî řČîÂŮ Ýû ŚŞ ñŚůõ �þŘ ďć ĆóćŚãõ øć ěŘ ÝČûŘĄąüõ Ćî ÀĂłŚŞ řþÂő

y1(x1 + 2x2 + 3x3 + x4) + y2(x1 + x2 + 2x3 + 3x4)

= (y1 + y2)x1 + (2y1 + y2)x2 + (3y1 + 2y2)x3 + (y1 + 3y2)x4

ÀþŚŞ ,ÀłŚŞ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ěŘ ÂţÈČŞ ÂČçţõ Âû řþÂő ĆØĂþŘ ýŘÂŞ ĆźČţœ ďć

y1 + y2 ≥ 5

2y1 + y2 ≥ 6
3y1 + 2y2 ≥ 9
y1 + 3y2 ≥ 8

ďć .ÀłŚŞ 5y1 + 3y2 ěŘ ÂţÞî ÀþŚŞ ,ĎŚŞ ŕøÂł ÕśÏ ÝČţłŘć ĎŚŞ ďć Ćî ýďŘÀÖõ âŞŚŮ üêÂÏ ěŘ

ĆŞ ĆŻĄŮ ŚŞ 5y1 + 3y2 ďŘÀÖõ öćÂî ĆĂČÞî Ûůõ ĎŚŞ ñŘĄĺ ýŘÂŞ öćÂî ŘÀČŢ ĎŚŞ À§ ĆźČţœ

:ÀĂîüõ üþŚÞĂûŘď Âþě üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ĆŞ Řď Śõ ĆţØœ �þŘ .ÀłŚŞüõ ĎŚŞ ŕøÂł

min5y1 + 3y2

y1 + y2 ≥ 5
2y1 + y2 ≥ 6
3y1 + y2 ≥ 9
y1 + 3y2 ≥ 8

y1, y2 ≥ 0

üÜňŘ ĆÜßÆõ ýŚûýÂŞŘÂŞŚœ ťĺŘď ťÞĺ ďć ÂþćŚÖõ ,ďŘÀÖõ âŞŚŮ ďć řþŘÂő Ćî ÀČĂî ťìć

ŚúœŊ ťĺŘď ťÞĺ ø ÀłŚŞüõ A ÅþÂŮŚõ ěĄşÆœŘÂŮ ŚûýÂŞŘÂŞŚœ šİ ťÞĺ �ČĂżÞû .ÀĂłŚŞüõ

ĆÜßÆõ ýŘÂŞ ĎŚŞ À§ Œþ ĆÜßÆõ �þŘ ŠŘĄŻ .ťĺŘ üÜňŘ ĆÜßÆõ ďŘÀÖõ âŞŚŮ ďć řþŘÂő ÃČœ

primal üÜňŘ ĆÜßÆõ ĆŞ ø ćĄłüõ ĆţÔð üÜňŘ ĆÜßÆõ dual ĆÜßÆõ �þŘ ĆŞ .ÀłŚŞüõ üÜňŘ

.ÝČþĄðüõ
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üþŘÁè Ýþęď ĆÜßÆõ :1 ÛØł

.ÝþćÂðěŚŞ Àł đÂÎõ ñøŘ Ç£Ş ďć Ćî üþŘÁè Ýþęď ĆÜßÆõ ĆŞ ÀČþŚČŞ

üþŘÁè ĆõŚ œÂ Ş Œþ ćĄą ýŘÂŞ ÀûŘĄąüõ öŚÆœŘ Œþ (üþŘÁè Ýþęď ĆÜ ßÆõ) . 3-6 ñŚůõ
�ČĂżÞû ø ćďĄ£Ş üêŚî ďŘÀÖõ Ć Ş �Č õŚ ţ þø Âû ěŘ ěøď Âû ďć Ćî ýďĄÏ Ć Ş ,ÀłŚ Ş Ć ţłŘć

ěŘ ôÂð Âû Ćî ćďŘć ćĄŻø ŰøŚÔţõ ýŘÁè n .ćĄł ĆĂČÞî ćďĄąüõ Ćî üþŚûŘÁè ĆĂþÃû áĄÞźõ

i �ČõŚţþø ěŘ ôÂÚČÜČõ bi ĆŞ ěŚČœ öÀœŚõ ùÀœě ýŘÂŞ öŚÆœŘ .ćďŘć cj ∈ R ÂŞŘÂŞ üţÞČì ôŘ j ýŘÁè

ÀœŚÞŞ ùÀœě ø ÀĂî ĆĂČÞî Řď ćĄą ýŘÁè ĆĂþÃû ďŘÀÖõ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ ôćŊ �þŘ .ćďŘć ěøď Âû ďć ôŘ

?ÀĂØŞ ÀþŚŞ Ćİ

ďć ø ćĄłüõ ùćŘć ÇþŚÞœ Âþě ŰďĄň ĆŞ Ćî ÀłŚŞüõ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ñŘĄĺ Œþ ĆÜßÆõ �þŘ

.ťĺŘ ùÀł ùćŘć ÇþŚÞœ ÃČœ 1 ÛØł

min〈c, x〉

Ax ≥ b

xi ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ n

ÝČœŘĄŮüõ ĆœĄÚİ ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ÝþďøŊ ťĺÀŞ Řď ťÞČì 
ČþŚŢ À§ ÝČœŘĄŮüõ ĆœĄØİ

.ÝČĂî ÛþÀśŮ öŊ dual ĆŞ Řď ĆÜßÆõ 
þŘ
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ÀĂîüõ ĆĂČÞî Řď 〈y, b〉 ďŘÀÖõ Ćî Řď y ďŘćÂŞ ÝČţłŘć ÀÊì ,Ûśì ñŚůõ ŰŘÀûŚÈõ ÕśÏ

ŰďĄň ĆŞ ÀþÀŻ ĆÜßÆõ ĆźČţ œ ďć ,ÀĂî ëÀň yA ≤ c ŕøÂł ďć Ćî ýďĄÎŞ ,ÝČĂî ŘÀČ Ţ

: ÀþŊüõ ďć Âþě üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

max〈y, b〉
yA ≤ c

yi ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ m

ďŘćÂŞ ø ÝČĂî ùŚÚœ Śû
ČõŚţþø ťÞČì öŘĄĂä ĆŞ Řď y ďŘćÂŞ ÝČœŘĄŮüõ ÛÞä 
þŘ ÿþŚţœ öÀþć ýŘÂŞ

ĆĂČÈČŞ Řď ćĄą ćĄĺ ÀûŘĄąüõ ùŚÚłøÂê ñĄßÆõ .ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ŘÁè À§Řø Âû ťÞČì Řď c

.ÀłŚŞ ĆêÂňĆŞ ŘÁè áĄœ Âû ťÞČì Ćî ýďĄÏ ĆŞ ÀĂî

řČŮÂŮ 
ČÞû ĆŞ .ćĄłüõ ŠĄą 
ČþŚŢ ÀœŚŞ Œþ ýŘďŘć ćĄą dual ÍĺĄŮ ÃČœ ñŘĄĺ 
þŘ

ÂÚþÀØþ dual Ćî ÅØäÂŞ ø ćďŘć ćĄŻø ýěŚĺĆĂČÞî ñŘĄĺ Œþ ,ýěŚĺĆĂČÈČŞ ñŘĄĺ Âû ýŘÂŞ

ÝČûŘĄą Ćî ďĄÎœŚÞû âìŘø ďć .ÀĂłŚŞüõ ÂÚþÀØþ ýŘÂŞ 
ČþŚŢ ø ĎŚŞ À§ ÛŐŚÆõ 
þŘ Ćî ,ÀĂłŚŞ

.ÀłŚŞüõ ÂŞŘÂŞ ÂÚþÀØþ ŚŞ ŚúœŊ ýŚûŠŘĄŻ Àþć

Duality ýùďŚŞďć üÞî 2-6

řĺŚĂõ ýŚúłøď ø üĺďÂŞ Řď üÎą ĆõŚœÂŞ Œþ ÓÜţ£õ ýŚûôÂê dual ťÞÆì 
þŘ ďć Śõ

ŰĎŘĄĺ ÂŞ ýÀõŊďć ŚŞ Řď ťÞÆì 
þŘ .ÝČĂîüõ ĆãóŚÎõ Řď dual ĆŞ primal ěŘ öÀČĺď ýŘÂŞ

.ÝČûćüõ öŚþŚŢ Duality ĆČÌì ĆŞ ĆţÆŞŘø

dual ĆŞ primalÓÜţ£õ ýŚûôÂê ÛþÀśŮ 1-2-6

ŰďĄň Âû ďć .ćĄł ùÀþć dual ø primal ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ñŘĄĺ Âû

ťóŚ§ ďć Ćî üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ Œþ .ÝČþĄðüõ dual ýÂÚþć ĆŞ ø primal üÜňŘ ñŘĄĺ ĆŞ Śõ



77 DUALITY 6 ÛÊê

dual ĆŞ primal ÛþÀśŮ :2 ÛØł

:ÀœĄłüõ ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ dual ø primal ,ćĄł ùćŘć üÜî

Primal Dual

min〈c, x〉 max〈π, b〉
aix = bi i ∈ M πi <> 0

aix ≥ bi i ∈ M πi ≥ 0
xj ≥ 0 j ∈ N πAj ≤ cj

xj <> 0 j ∈ N πAj = cj

ťĺŘ 
ØÞõ 
ČĂżÞû .ćďŘć ŠŘĄŻ ÃČœ dual ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ŠŘĄŻ primal ÂðŘ üÜî ťóŚ§ ďć

öøÀŞ ýÂÚþć ŚfÞţ§ ,ÀłŚŞ À§ öøÀŞ Śú œŊ ěŘ üØþ ÂðŘ .ÀĂłŚŞ ŠŘĄŻ öøÀŞ Śú œŊ ýøć Âû

ĆÎŞŘď dual ø primal 
ČŞ öŘĄŮüõ ĆœĄÚİ Ćî ÝČĂČśŞ ÝČûŘĄąüõ Śõ ŚźĂþŘ ďć .ťĺŘ ŠŘĄŻ

ÂŮÕČìć ďĄÏ ĆŞ .ÀœĄłüõ ÍśŮÂõ Ýû ŚŞ πAx ćÀä ŚŞ dual ø primal ďŘÀÖõ âŞŘĄŮ .ćÂî ďŘÂìÂŞ

ÃČœ 2 ÛØł ŰďĄň ĆŞ Řď üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ Œþ dual ø primal .cx ≥ πAx ≥ πb ÝþďŘć

.ÀĂîüõ ÂŮť§Řď ŚúœŊ �ČŞ üőŚþď ĆÎŞŘď ěŘ Řď Śõ íďć Ćî ćŘć ÇþŚÞœ öŘĄŮüõ



78 DUALITY 6 ÛÊê

ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî ñŚůõ :3 ÛØł

ÂČÆõ �þÂţûŚŮĄî : ùćŚÔţĺŘ ćďŘĄõ 2-2-6


þÂţûŚŮĄî ñŚůõ ďć Řď öŊ öćĄŞ ÀČÔõ Śõ .ćďŘć ýŘùćÂţÆð ďŚČÆŞ ùćŚÔţĺŘ ĆĂõŘć Duality ĆČÌì

.ÝČĂČŞüõ ÂČÆõ

cj ≥ 0 ĆĂþÃû .ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ 3 ÛØł ďć G = (V,E) ďŘćťúŻ éŘÂð . 4-6 ñŚůõ
Řď t ğŘď ĆŞ s ğŘď ěŘ ÂČÆõ �ţþÂûŚŮĄî ÝČûŘĄąüõ Śõ .ťĺŘ ùÀł ùćŘć ťśÆœ ej ∈ E ñŚþ Âû ĆŞ

.ÝČĂî ŘÀČŢ éŘÂð �þŘ ďć

ÓþÂãŮ Âþě ŰďĄň ĆŞ öŊ ĆþŊďć Âû Ćî AÅþÂŮŚõ Œþ ÍĺĄŮ ÀœŘĄŮüõ G éŘÂð

:ćĄłÉ£Èõ ,ćĄłüõ

aij =

{ +1 if ej leaves vi

−1 if ej arrives vi

0 otherwise

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

+1 +1 0 0 0

0 0 0 −1 −1
−1 0 +1 +1 0

0 −1 −1 0 +1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ñŘĄĺ .ćĄł ŠŚ£ţœŘ t ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ ťąŚĺ ýŘÂŞ ÂðŘ ťĺŘ fj > 0 ďŚł ýŘďŘć ej ñŚþ Âû

Âþě ŰďĄň ĆŞ ñŘĄĺ 
þŘ ýŘÂŞ üÎą ĆõŚœÂŞ ĆźČţœ ďć .ťĺŘ ÂČÆõ ĆĂþÃû ďŘÀÖõ öćÂî ĆĂČÞî

:ťĺŘ

min〈c, f〉
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Af = b

fi ≥ 0 , i = 1,2,3,4,5

öŚČŞ ĆŞ .ÀłŚŞüõ üþŚúœ ÂČÆõ ďć ğĄŐď 
ČŞ ùÀł ñÀŞ ø ćď ďŚł ùÀĂĂî É£Èõ b ďŘćÂŞ Ćî

ùÀł ŽďŚą öŊ ěŘ ďŚł À§Řø Œþ Ćî ťĺŘ üĂãõ 
þŘ ĆŞ Ćî ÀłŚŞ +1 ÀþŚŞ sğŘď ĆþŊďć ,ÂÚþć

ùÀł ćďŘø öŊ ĆŞ ďŚł À§Řø Œþ Ćî ťĺŘ üĂãõ 
þŘ ĆŞ Ćî ÀłŚŞ −1 ÀþŚŞ tğŘď ĆþŊďć ø ťĺŘ
,ÀĂîüõ ćďŘø Ćî ýďŚł Âû ÀþŚŞ ğŘď Âû Ćî üĂãõ 
þŘ ĆŞ ,ÀĂłŚŞ 0 ÀþŚŞ ŚûĆþŊďć ĆČÖŞ ø ťĺŘ

.ÀłŚŞ ĆţłŘć ÂÔň ĆþŊďć |E| − |V | ÀþŚŞ ñŘĄĺ 
þŘ ýŘÂŞ bfsŒþ .ÀĂî ŽďŚą

âìŘø ďć .ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø ñŘĄĺ 
þŘ ýŘÂŞ ÃČœ s′ É£Èõ ÂČè ŠŘĄŻ ťĺŘ 
ØÞõ

ĆÞû öĄİ .ÝČĺÂŞ ñŘĄĺ 
þŘ ýŘÂŞ ĆĂČúŞ üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ Œþ ĆŞ s′ ěŘ ÝČœŘĄŮüõ Śõ

Ćî s′ =
∑

i λisi ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀœÂČðüõ ďŘÂì Śû bfsŠÀ¡õ ľĄŢ ďć 
ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ

Řď ĆĂþÃû 
þÂţÞî ŚŞ bfs Ćî ÀłŚŞ üÆþÀœŘ j ÀČĂî ŋÂê .ťĺŘ ∑i λi = 1 ø 0 ≤ λi ≤ 1
:ÝþďŘć ŰďĄÊĂþŘ ďć .ÀĂîüõ É£Èõ

c.s′ =
∑

i

λi(c.si) ≥ (c.sj)
∑

i

λi = c.sj

ĆĂČú Ş üŮŚõÀÖõ 
ØÞõ ŠŘĄŻ Œþ ĆØÜŞ ø ťÆČœ bfsŒþ ŚúĂ Ů sj Àûćüõ öŚÈœ 
þŘ Ćî

:ťĺŘ Âþě ŰďĄň ĆŞ ñŘĄĺ 
þŘ dual .ÀłŚŞüõ

max〈π, b〉

πA ≤ c

πi <> 0 , i ∈ V

:ÝČĂî üÆþĄœěŚŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď üÎą ĆõŚœÂŞ 
þŘ ÝČœŘĄŮüõ Śõ

max πs − πt

πi − πj ≤ cij , ∀(i, j) ∈ E
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ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî ĆÜßÆõ ďć üůÜůõ ýøŚÆõŚœ ŕÂł :4 ÛØł

πi <> 0 , i ∈ V


ČŞ ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî dij ÀČĂî ŋÂê .ÝČĂîüõ üĺďÂŞ Řď dual öćĄŞ 
ØÞõ ŰďĄň
þŘ ďć

ŰďĄÊŞ dual ŕøÂł .πv = dvt ÀČĂî ŋÂê ,V ďć v ğŘď Âû ýŘÂŞ .ÀłŚŞ G ďć ğŘď øć

öŚČŞ ĆŞ .ÀĂĂîüõ ĄðěŚŞ Řď üůÜůõ ýøŚÆõŚœ ŕÂł ÛØł ÕśÏ Ćî ÀĂþŊüõ ďć dit − djt ≤ cij

ĆĂþÃû ěŘ ÀþŚśœ öŊ ĆĂþÃû ,ÀłŚŞ ĆţłŘć ćĄŻø t ø iğŘď 
ČŞ ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî Œþ ÂðŘ ÂÚþć

.ÀĂłŚŞüõ 
ØÞõ ŕøÂł ĆźČţœ ďć .ÀłŚŞ ÂţÈČŞ j ğŘď ěŘ ďĄśä ŚŞ t ĆŞ i ěŘ 
ţêď

Ć Ü ßÆõ ŠŘĄŻ , dual ýŘÂ Ş Ć Ă Č ú Ş ŠŘĄŻ Ćî Ý Čûć öŚÈ œ Ý ČûŘĄąüõ ťþŚú œ ďć ø

,ťĺŘ dual ýŘÂŞ 
ØÞõ ŠŘĄŻ Œþ dst Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÀłŚŞüõ t ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî

ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî ,đĄőĄŞ ñŚůõ 
þŘ ďć .ÀłŚŞüõ Śõ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ πoptb Ćî ,dst ≤ πoptbÅŢ

:ÝþďŘć Řď Âþě ýÂŞŘÂŞŚœ øć dualğŚĺŘÂŞ .ťĺŘ s → b → t ÂČÆõ t ĆŞ s ěŘ

πs − πb ≤ csb

πb − πt ≤ cbt

üþŚźœŊ ěŘ ĆźČţœ ďć .πs − πt ≤ csb + cbt = dst Ćî ÀþŊüõ ťĺÀŞ ýÂŞŘÂŞŚœ øć 
þŘ âÞŻ ěŘ

Śõ Ć Ă Čú Ş ŠŘĄŻ dst ĆźČţ œ ďć .πoptb ≤ dst ≤ πoptb ÝþďŘć ,ÀłŚ Şüõ πoptb = πs − πt Ćî

.ÀłŚŞüõ t ĆŞ s ěŘ ÂČÆõ 
þÂţûŚŮĄî , dual ýŘÂŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ÅŢ .ÀłŚŞüõ
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üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ďć dual ø primalťśÆœ :5 ÛØł

Duality ýĄì ø ÓČãő ĆČÌì 3-6

dual ø primal ŠŘĄŻ öćÂî ŘÀČŢ ýŘÂŞ üŞĄą ùÀþŘ öŘĄŮüõ ,ÝČĂČŞüõ 5 ÛØł ďć Ćî ĆżœŊ ÕśÏ
.ćÂî ŘÀČŢ

üĺďÂŞ Řď ŚþŚÌì 
þŘ ĆØĂþŘ ěŘ Ûśì .ÀĂîüõ üþŚÞĂûŘď Âþě ýŚûĆČÌì ĆŞ Řď Śõ ÛØł 
þŘ

standard ôÂê ďć Řď ćĄą ýŚûŰŚś ŹŘ ôŚÞ Ů Śõ Ćî ÀČ Ăî ĆŻĄŮ ĆţØ œ 
þŘ Ć Ş ,ÝČ Ăî ŰŚś ŹŘ ø

ýŚûôÂê ďć ŚþŚÌì Ćî ÀĂîüÞœ ćøÀ¡õ Řď Śõ ĆţØœ 
þŘ üóø ,ÝČûćüõ ôŚźœŘ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ

ÛþÀśŮ Ýû ĆŞ ÀĂœŘĄŮüõ ŚûôÂê 
þŘ Ćî ÝþćĄŞ ùćÂî ťŞŚŹ Ěf śì Ćî ďĄÎœŚÞû ,ÀœĄÈœ ťŞŚŹ ÂÚþć

.ÀœĄł

( DualityÓČãő ĆČÌì ). 1-6 ĆČÌì
ďć ,À łŚ Ş dual ýŘÂ Ş � Ø Þ õ ŠŘĄ Ż Œ þ y ø primal ýŘÂ Ş � Ø Þ õ ŠŘĄ Ż Œ þ x Â ðŘ

.〈c, x〉 ≥ 〈y, b〉ŰďĄÊĂþŘ
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: Ćî ÝČĺďüõ ĆźČţœ 
þŘ ĆŞ ŚfãþÂĺ , dual ø primal ěŘ Śõ ŰŘÀûŚÈõ ÕśÏ .ŰŚśŹŘ

〈y, b〉 = yAx ≤ 〈c, x〉

�

ŠŘĄŻ ø primal ýŘÂŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ 
ČŞ ŚþŊ Ćî ÝČÞúÔŞ ÝČœŘĄŮüÞœ Śõ ĆČÌì 
þŘ ÕśÏ

ćĄŻø ýŘĆÜňŚê ,ÀĂţÆû 
ØÞõ ŠŘĄŻ ýŘďŘć ÛŐŚÆõ 
þŘ ýøć Âû Ćî üţìø dual ýŘÂŞ ĆĂČúŞ


 Č Ăİ Ćî À þĄðüõ Ś õ Ć Ş ,ćĄłüõ öŚ Č Ş Â þě ďć Ć î Duality ýĄì ýĆ ČÌì .Â Čą Ś þ ćďŘć

.ćďŘÀœ ćĄŻø ýŘĆÜňŚê

( Duality ýĄì ĆČÌì ). 2-6 ĆČÌì
ŠŘĄŻ ýŘďŘć ÃČœ öŊ dual ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘďŘć üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞŒþ ÂðŘ

.ťĺŘ ÂŞŘÂŞ Ýû ŚŞ ŚúœŊ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ �ČĂżÞû ø ťĺŘ ĆĂČúŞ

Simplex ÝţþďĄÚóŘ ďć öŊ ćÂŞďŚî ,ćďŘć ćĄŻø ĆČÌì 
þŘ ďć Ćî üśóŚŻ ŰŚØœ ěŘ üØþ

.ÝČĂî ùćŚÔţĺŘ Simplex ÝţþďĄÚóŘ ÓìĄŮ ďć ťČňŚą 
þŘ ěŘ ÝČœŘĄŮüõ Śõ âìŘø ďć .ÀłŚŞüõ

:ÀĂłŚŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ dual ø primal ÀČĂî ŋÂê .ŰŚśŹŘ

Primal Dual

min〈c, x〉 max〈y, b〉
Ax = b yA ≤ c

x ≥ 0 y <> 0

ÝţþďĄÚóŘ ÓìĄŮ ťÞÆì ďć ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ ŠŘĄŻ ýŘďŘć Śõ primal ĆÜßÆõ ÀČĂî ŋÂê

:ÝþďŘć Řď Âþě ýŚûýÂŞŘÂŞŚœ N ùÀœŚÞČìŚŞ ýŚûöĄţĺ ø I ĆÊ£Èõ ĆþŚŢ ŚŞ Simplex

p = cN − cIA
−1
I AN ≥ 0

cIA
−1
I AN ≤ cN

:ÝþďŘć cIA
−1
I AI = cI Ćî üþŚźœŊ ěŘ ,ĆźČţœ ďć

cIA
−1
I A ≤ c
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ýŘďŘć primal ÂðŘ ĆźČţ œ ďć .ÀłŚŞüõ yA ≤ c ŰďĄÊĂþŘ ďć ,y = cIA
−1
I ÝČûć ďŘÂì ÂðŘ

ŘÀČŢ dual ýŘÂŞ Řď cIA
−1
I ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ Œþ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ

: ÀþŊüõ ťĺÀŞ Âþě ĆÎŞŘď , x = A−1
I b Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ÝČĂî

〈y, b〉 = cIA
−1
I b = 〈c, x〉

ŠŘĄŻ ýŘďŘć dual ,ÀłŚŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘďŘć primal ÂðŘ Ćî ÝČĺďüõ ĆźČţ œ 
þŘ ĆŞ ÅŢ

ďć ,ÀłŚŞüõ ÂŞŘÂŞ primal ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ŚŞ öŊ ďŘÀÖõ Ćî ćďŘć üŞŘĄŻ 
ČĂżÞû ø ťĺŘ 
ØÞõ

� .ÀłŚŞüõ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ ýŘďŘć ÃČœ dual ĆźČţœ

dual ø primal �ØÞõ ýŚûýÀĂŞùćď 4-6

Ćĺ ďć ,ŠŘĄŻ öŚØõŘ ùďŚŞďć Śõ ŰŚ¡ČőĄŮ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď dual ø primal ÛŐŚÆõ Žøě

ñøÀŻ .ÀłŚŞüõ ćøÀ¡õ ŠŘĄŻ ýŘďŘć ø ćøÀ¡õŚœ üóø ŠŘĄŻ ýŘďŘć ,ŠŘĄŻ öøÀŞ ťóŚ§

:ÀĂîüõ ĄðěŚŞ Řď ĆÜßÆõ øć 
þŘ 
ØÞõ ŰĎŚ§ Âþě

Primal

Has Optimum Unbounded Infeasible

Has Optimum �∗(Same Optimum) ×0 ×∗

Dual Unbounded ×0 ×0 �0

Infeasible ×∗ �0 �

primal À Č Ă î ŋÂ ê :À ţ êŘü õ ëŚ Ô ŮŘ Ý û (Infeasible, Infeasible) ýùćď À þć öŘĄ Ůü õ

dual ŚŮ ÝČĂîüõ ĆêŚőŘ ŕÂł ďÀÖœŊ ø ÝČÆþĄœüõ Řď öŊ dual Śõ ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ćďŘÀœ ŠŘĄŻ

ŠŘĄŻ öøÀŞ öŚîŚÞî ÀþÀŻ dual ýŘÂŞ primal ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ŠŘĄŻ ÂÚþć

.ťĺŘ

ĆźČţ œ ďć .ÀłŚŞüõ öŊ primal ,ĆÜßÆõ Œþ dual ýŘÂŞ dual Àþć öŘĄŮüõ üţ§ŘÂŞ

.ÀłŚŞ öďŚÖţõ ÀþŚŞ ĎŚŞ ñøÀŻ
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Complementary slackness 5-6

ùćŚ Ô ţ ĺŘ öŊ canonical ôÂ ê ďć üÎą ýÃ þďĆ õŚ œÂ Ş ěŘ Ś õ Ç£Ş 
 þŘ ďć ŰŚ¡ ČőĄ Ů ýŘÂ Ş

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě dual ø primal .ÝČĂîüõ

Primal Dual

min〈c, x〉 max〈y, b〉
Ax ≥ b yA ≤ c

x ≥ 0 y ≥ 0

Âþě ĆČÌì Śûťś¡ň 
þŘ ĆõŘćŘ ďć .ÝþćŘć ĳČőĄŮ ďŘćÂŞ Œþ öćĄŞ ĆĂČúŞ ýŘÂŞ Řď üÏøÂł Ěf śì

.Àûćüõ öŚÈœ ,ÀĂłŚŞüõ dual ø primal ýŘÂŞ ĆĂČúŞ ŠŘĄŻ øć Ćî x, y 
ČŞ Řď üœěŘĄţõ ŕÂł

( Complementary slackness ). 3-6 ĆČÌì
ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀĂłŚŞ dual ø primal ýŘÂŞ �ØÞõ ýŚûŠŘĄŻ řČŮÂŮ ĆŞ y ø x ÀČĂî ŋÂê

:ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÀĂţÆû ĆĂČúŞ ýŚûŠŘĄŻ

∀i , xi = 0 or (yA)i = ci

∀j , yj = 0 or (Ax)j = bj

:ĆźČţœ ďć ,ÀĂţÆû 
ØÞõ ŠŘĄŻ y ø x Ćî üþŚźœŊ ěŘ .ŰŚśŹŘ

〈c, x〉 ≥ yAx ≥ 〈y, b〉

ñøŘ ýÂŞŘÂŞ .〈c, x〉 = 〈y, b〉 ÂðŘ ÍÖê ø ÂðŘ ÀĂţÆû ĆĂČúŞ y ø x , Duality ýĄì ĆČÌì ÕśÏ

:ÝČÆþĄĂŞ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď öŊ ÝČœŘĄŮüõ Ćî 〈c, x〉 = yAx üĂãþ ,ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď

〈c − yA, x〉 = 0



85 DUALITY 6 ÛÊê

ø ťĺŘ xi = 0 Śþ ýi Âû ýŘÂŞ Ćî ÝþÂČÚŞ ĆźČţœ ÝČœŘĄŮüõ ,yA ≤ c ø x ≥ 0 Ćî üþŚźœŊ ěŘ
� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ÃČœ ôøć ýÂŞŘÂŞ řČŮÂŮ 
ČÞû ĆŞ .ÀłŚŞüõ 〈y, ai〉 = ci Śþ

Farkas Ýó ø üÎą ÝţÆČĺ Œþ ďć ŠŘĄŻ öŚØõŘ 6-6

ŚûýÂŞŘÂŞŚœ ø ŚûýÂŞŘÂŞ ěŘ ÝţÆČĺ Œþ ťìø Ćİ Ćî ÝČûć ŠŘĄŻ ñŘĄĺ 
þŘ ĆŞ ÀČþŚČ Ş ñŚ§

Ýû ŚŞ ø ÝČĂî ŠÂő ýÂþćŚÖõ ďć Řď ŚûýÂŞŘÂŞ ÂðŘ Ćî ÝČœŘćüõ Ûśì ěŘ .ťĺŘ ŠŘĄŻ ýŘďŘć

ÝţÆČĺ Ćî ťêÂð ĆźČţœ öŘĄŮüõ ŰďĄň 
þŘ ďć ,ÝČĺÂœ üţĺďć ýÂŞŘÂŞ ĆŞ ÂðŘ ø ÝČĂî âÞŻ

.ťĺŘ ŠŘĄŻ öøÀŞ

:ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Âþě ÝţÆČĺ ñŚůõ ýŘÂŞ

x1 + 2x2 = 5

x3 − x2 = −3
x ≥ 0

:ÝþďŘć ,ÝČĂî âÞŻ ôøć ýÂŞŘÂŞ ÂŞŘÂŞ 2 ŚŞ Řď ñøŘ ýÂŞŘÂŞ ÂðŘ

x1 + 2x2 + 2x3 − 2x2 = 5− 2× 3

⇒ x1 + 2x3 = −1

.ćďŘÀœ ŠŘĄŻ ÝţÆČĺ 
þŘ Ćî ÝČÞúêüõ ,x ≥ 0 Ćî üþŚźœŊ ěŘ ø
Śõ ĆŞ ,ťĺŘ ŠŘĄŻ ýŘďŘć ÝţÆČĺ Œþ ŚþŊ ĆØĂþŘ öÀČÞúê ýŘÂŞ Řď ùćŚĺ ùŘď Œþ ñŚůõ 
þŘ

ÂðŘ Ćî ÝČþĄðüõ ,ÝČĂî ÛþÀśŮ ñŚõÂê ľøď Œþ ĆŞ Řď ùŘď 
þŘ ĆØĂþŘ ýŘÂŞ .Àûćüõ öŚÈœ

ÀœŘĄŮüõ 
þŘ .ćďŘÀœ ŠŘĄŻ x ≥ 0 Ćî Ax = b ŰďĄÊĂþŘ ďć ,〈y, b〉 < 0 ø ∃ y , yA ≥ 0
Œþ ÂðŘ :ťĺŘ ďŘÂìÂŞ ÃČœ ŕÂł 
þŘ ÅØä ,üĂãþ .ćĄł ćŚźþŘ ýďøÂő ŕÂł Œþ ŰďĄň ĆŞ

Ýó .ćďŘć ćĄŻø öŊ ýŘÂŞ üÎą ŰŚśŹŘ Œþ ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ŠŘĄŻ üÎą ÝţÆČĺ

.ÀĂîüõ ĄðěŚŞ Řď ĆţØœ 
þŘ Farkas
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ďŘćÂŞ Ćţĺć Œþ cone :6 ÛØł

Farkas Ýó 1-6-6

Àþć öŘĄĂä ĆŞ Ýó 
þŘ ĆŞ öćÂî ùŚÚœ .ÀõŊ ťĺÀŞ J.Farkas ÍĺĄŮ 1894 ñŚĺ ďć Farkas Ýó

.ÀłŚŞ ÀČÔõ ÀœŘĄŮüõ Duality ĆČÌì üĺÀĂû

.∀ y , yA ≥ 0⇒ 〈y, b〉 ≥ 0 ⇔ ćďŘć ŠŘĄŻ Ax = b , x ≥ 0 . 4-6 ĆČÌì

,x ≥ 0 Ćî ÀłŚŞ Ax = b ýŘÂŞ ŠŘĄŻ Œþ x ÂðŘ :ťĺŘ É£Èõ⇐ťÞÆì .ŰŚśŹŘ
ÝþďŘć ,yAx = 〈y, b〉 Ćî üþŚźœŊ ěŘ ĆźČ ţ œ ďć .yAx ≥ 0 ĆźČţ œ ďć ,ÀłŚ Ş yA ≥ 0 ÂðŘ ø

.〈y, b〉 ≥ 0
ÀþŚł âìŘø ďć .ťĺŘ ŠŘÁŻ ďŚČÆŞ Ćî ,ÝČĂîüõ ťŞŚŹ Řď ĆČÌì 
þŘ ÂÚþć éÂÏ ñŚ§

.ÝČĂî ŰŚśŹŘ Duality ýĄì ĆČÌì ěŘ Řď ĆČÌì 
þŘ ÂðŘ ,ÀłŚŞ ùÀĂĂî ÂČÚÜêŚè

.cone(v1, . . . , vn) = {∑i λivi|λi ≥ 0} ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ ,v1, . . . vn ýŚûďŘćÂŞ ýŘÂŞ

.Àûćüõ öŚÈœ Řď ÓþÂãŮ �þŘ 6 ÛØł

öćĄŞ 
ØÞõÂČè ŰďĄÊĂþŘ ďć ,ÝþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ďŘćÂŞ ŰďĄň ĆŞ Řď A ýŚûöĄţĺ ÂðŘ

. b �∈ cone(A1, . . . , An) Ćî ťĺŘ öŊ ñćŚãõ Ax = b Ćî x ≥ 0
Ćî Ć¡ÔňÂŞŘ Œþ ŰďĄň ĆŞ Řď y ÝČœŘĄŮüõ ,〈y, b〉 ≤ 0 ø 〈y,Ai〉 ≥ 0 Ćî üþŚźœŊ ěŘ
ùŚÚœ ,ćďŘć ďŘÂì öŊ ÂÚþć éÂÏ ďć b ø öŊ éÂÏ Œþ ďć Śû Ai ôŚÞŮ ø ćĄłüõ ćď ÃîÂõ ěŘ

.ćÂî
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farkas Ýó :7 ÛØł

.ÀłŚŞ K ďć b ĆŞ ĆÎÖœ 
þÂŮŒþćÃœ p ø ÀłŚŞ K = cone(A1, . . . , An) ÀČĂî ŋÂê

ďć .ÀłŚŞüõ ĆţÆŞ ĆäĄÞźõ Œþ K ø ,ĆţĺĄČŢ âŞŚŮ Œþ ĆÜňŚê ŘÂþě ,ćďŘć ćĄŻø ĆÎÖœ 
þŘ

ďĄîÁõ ŕÂł ÂðŘ .〈z − p, b − p〉 ≤ 0 ÝþďŘć z ∈ K ĆÎÖœ Âû ýŘěŘ ĆŞ Ćî ÝČûćüõ öŚÈœ ŘÀţŞŘ

ďć .ÝČĂî ŘÀČŢ K ďć Řď ťĺŘ ÂţÞî p ěŘ b ĆŞ öŊ ĆÜňŚê Ćî z′ ĆÎÖœ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,ÀłŚśœ ďŘÂìÂŞ

.ťĺŘ ùÀł ùćŘć öŚÈœ z′ ø z ø p ø b �ČŞ ĆÎŞŘď 7 ÛØł

Ćî ťêÂð ĆźČţ œ öŘĄŮüõ ĆţØœ 
þŘ ěŘ .ÀłŚŞüõ y = p − b ø Aw = p ÀČĂî ŋÂê

:ÝþďŘć x = w + ei ýŘÂŞ ,ĆźČţœ ďć .ÀłŚŞüõ ∀ x ≥ 0 : 〈Ax − Aw, y〉 ≥ 0

∀i , 〈Aei, y〉 ≥ 0⇒ ∀i , 〈Ai, y〉 ≥ 0

ďć b ÝČûć öŚÈœ ÝþďŘć ěŚČ œ Śõ ñŚ§ .ćďŘć ćĄą éÂÏ Œþ ďć Řď K ,ÂÑœ ćďĄõ y ĆźČţ œ ďć

.ćďŘć ďŘÂì öŊ ÂÚþć éÂÏ

p öĄ İ .( b �∈ cone(A1, . . . , An) öĄ İ ) ťĺŘ 〈p − b, b − p〉 < 0 Ć î Ý Č œŘćü õ

Ć î Ý þďŘć ü Ü ś ì ĳ Č őĄ Ů ěŘ ,ť ĺŘ
→
0∈ K ø À łŚ Şü õ K ďć b Ć Ş Ć Î Ö œ 
 þÂ ţ Ø þćÃ œ

:ÝþďŘć Ýû ŚŞ ĆÎŞŘď øć 
þŘ âÞŻ ěŘ .〈p − b, p− →
0〉 ≤ 0

〈y, b〉 = 〈p − b, b〉 = 〈p − b, b − p〉 + 〈p − b, p− →
0〉 < 0

.ćďŘć ďŘÂì y ÂÚþć éÂÏ ďć b Àûćüõ öŚÈœ Ćî
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yA ≥ 0 ĆØþďĄÎŞ y ćďŘć ćĄŻø ,ÀłŚŞ ĆţłŘÀœ ŠŘĄŻ x ≥ 0 ø Ax = b ÂðŘ ĆźČţœ ďć

� .ÀłŚŞ 〈y, b〉 < 0 ø
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ÛňŘ ,V on Neumann ýĆĂČÈČŞÝî ĆČÌì
Y ao ĆĂČÈČŞÝî

ńŘĄą ñŘĄĺ ĆŞ ĆõŘćŘ ďć .ÝČĂîüõ ťŞŚŹ Řď V on Neumann ĆĂČÈČśÞî ĆČÌì Ç£Ş 
þŘ ďć

Ýû ÂąŊ ďć .ÝČĂîüõ ťŞŚŹ Řď Y ao ĆĂČÈČśÞî ÛňŘ ø ùćŘć ŠŘĄŻ üóŚÞţ§Ř ýŚûÝţþďĄÚóŘ

öŚõě ěŘ Ý ţ þďĄÚ óŘ 
þŘ Ćî ÝČûćüõ öŚÈ œ ø ùćÂî Ellipsoid Ýţ þďĄÚ óŘ ĳČőĄŮ Ć Ş áøÂł

.ÀłŚŞüõ ýŘĆÜÞŻÀĂİ

von Neumann ĆĂČÈČśÞî ÛňŘ 1-7

ěŘ üûŚ Ă ţ õ Ć äĄÞźõ Œþ 
Ø þěŚ Ş Âû öŊ ďć Ć î ,ťĺŘ ùÂ Ô œ øć ýěŚ Ş Œþ ,0 âÞŻ ýěŚ Ş

ÂÔœ ćĄĺ ø ÀĂĂîüõ ŠŚ£ţœŘ ÂÔœ øć Ćî ťĺŘ üþŚûľøď ğŚĺŘ ÂŞ ñøŘ ÂÔœ ćĄĺ .ćďŘć Śûľøď

ø ÙĂĺ ýěŚŞ .ťĺŘ üÔĂõ ŚúœŊ ćĄĺ ĆäĄÞźõ ĆźČţœ ďć .ťĺŘ ñøŘ ÂÔœ ľøď üÔĂõ ÂŞŘÂŞ ôøć
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:ťĺŘ ùÀõŊ Âþě ñøÀŻ ďć ŚûěŚČţõŘ Ćî ,ÀłŚŞüõ 0 âÞŻ ýěŚŞ Œþ üżČì ø ÁèŚî

Column Player

Paper Stone Scissor

Paper 0 1 −1
Row Player Stone −1 0 1

Scissor 1 −1 0

ćĄĺ ,ÀĂĂî ŠŚ£ţœŘ Řď ôŘ j ýÄŮŘÂţĺŘ üœĄţĺ 
ØþěŚŞ ø ôŘ i ýÄŮŘÂţĺŘ ýÂÎĺ 
ØþěŚŞ ÂðŘ

:ćďŘć Řď Âþě ćĄĺ ,ÀĂî ýěŚŞ ñøŘ ýÂÎĺ 
ØþěŚŞ ÂðŘ .ÀłŚŞüõ aij ÂŞŘÂŞ ýÂÎĺ 
ØþěŚŞ ýŘÂŞ

max
i

min
j

aij

:ćďŘć Řď Âþě ćĄĺ ÀĂî ýěŚŞ ôøć ÂðŘ ø

min
j

max
i

aij

üţ§Řď ĆŞ ĆźČţœ ďć .∀j maxi aij = 1 ø ∀i minj aij = −1 :ÝþďŘć ĎŚŞ ťóŚ§ øć ýŘÂŞ
.ÝČĂî ýěŚŞ ôøć ÂÔœ öŘĄĂä ĆŞ Ćî ťĺŘ 
þŘ ďŚî 
þÂţúŞ Ćî ćŘć öŚÈœ öŘĄŮüõ

.ÀĂî É£Èõ Řď 
ØþěŚŞ Œþ ťîÂ§ üóŚÞţ§Ř ďŘćÂŞ Œþ Ćî ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď üţóŚ§

Śû
ØþěŚŞ ťîÂ§ řČŮÂŮ ø ,ćĄłüõ ĆśĺŚ¡õ üóŚÞţ§Ř ŰďĄň ĆŞ ÂÔœ Âû ťîÂ§ ĆźČţœ ďć

.∆k = {α ∈ Rk|α ≥ 0 ,
∑

αi = 1} ÝČĂîüõ ÓþÂãŮ .ćďŘć ťČÞûŘ ÂţÞî
:ÝČĂîüõ ĆÆþŚÖõ Ýû ŚŞ Řď Âþě ÂÊĂä øć ,üóŚÞţ§Ř ýŚûľøď ťóŚ§ ýŘÂŞ

maxx∈∆m miny∈∆n yAx :ÀĂî ýěŚŞ ñøŘ üœĄţĺ 
ØþěŚŞ

miny∈∆n maxx∈∆m yAx :ÀĂî ýěŚŞ ôøć üœĄţĺ 
ØþěŚŞ

.ÀłŚŞüõ yAx =
∑

xjyiaij Ćî ÀĂţÆû ñŚÞţ§Ř ýŚûďŘćÂŞ y ø x Ćî

Ś þŊ ü óø .ÀłŚ Şüõ maxx minyyAx ≤ miny maxx yAx Ćî Àþć öŘĄ Ůüõ üţ§Řď Ć Ş

.Àûćüõ ťśůõ ¿ĺŚŢ ñŘĄĺ 
þŘ ĆŞ Âþě ĆČÌì ?ÀłŚŞüõ ďŘÂìÂŞ ýÂŞŘÂŞ
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( V on Neumann ĆĂČÈČśÞî ĆČÌì ) . 1-7 ĆČÌì
Ćî ýďĄÏ ĆŞ y ø x ýŚûďŘćÂŞ ćďŘć ćĄŻø

max
x∈∆m

min
y∈∆n

yAx = min
y∈∆n

max
x∈∆m

yAx

Śõ .ÀþďøŊ ćŚþ ĆŞ ÝþćŘć ĳČőĄŮ Ûśì Ç£Ş ďć Ćî ùÂÔœ 2 ťóŚ§ ďć Řď 1 ø 0 ýěŚŞ ťČÜî

Řď ôŘ i ýÄŮŘÂţĺŘ Ćî üţìø ýÂÎĺ 
ØþěŚŞ ćĄĺ öŊ aij ýĆþŊďć Ćî A ,n ďć mÅþÂŮŚõ Œþ

ñŚ§ 
ČÞû ďć .Àûćüõ öŚÈœ ćÂî ŠŚ£ţœŘ Řď ôŘ j ýÄŮŘÂţĺŘ üœĄţĺ 
ØþěŚŞ ø ćÂî ŠŚ£ţœŘ

j ýÄŮŘÂţĺŘ ŠŚ£ţœŘ ñŚÞţ§Ř yi ø xj ÀČĂî ŋÂê .ÀłŚŞüõ −aij ÂŞŘÂŞ üœĄţĺ ÂÔœ ýŘÂŞ ćĄĺ

.ÀłŚŞüõ yAxťóŚ§ 
þŘ ďć ćĄĺ ĆźČţœ ďć .ÀłŚŞ ýÂÎĺ ø üœĄţĺ 
ØþěŚŞ ÍĺĄŮ ôŘ i ø ôŘ

ýÄŮŘÂţĺŘ ÂÚþć 
ØþěŚŞ ø ùćÂî ŠŚ£ţœŘ Řď üóŚÞţ§Ř ýěŚŞ 
ØþěŚŞ Œþ ÂðŘ ÀţêŘüõ üìŚÔŮŘ Ćİ

ŋĄä Řď Śû
ØþěŚŞ řČŮÂŮ Śõ ÂðŘ ÀţêŘüõ üìŚÔŮŘ Ćİ ø ?ÀĂî ŠŚ£ţœŘ ćďŘć ťĺøć Ćî Řď

.Àûć ¿ĺŚŢ ŚûÇĺÂŢ 
þŘ ĆŞ ÀœŘĄŮüõ ďĄîÁõ ĆČÌì ?ÝČĂî

Œþ miny∈∆n yAx ćĄĺ ,x ùÀł ŠŚ£ţœŘ ýÄŮŘÂţĺŘ Œþ ýŘÂŞ Ćî ÀČĂî ťìć .ŰŚśŹŘ
.ÀłŚŞüõ {y ≥ 0 ,

∑
j yj = 1} ĆĂõŘć ĆäĄÞźõ ýŘďŘć Ćî ťĺŘ ùćŚĺ üÎą ýÃþďĆõŚ œÂŞ

0 ø ôŘ i öŚØõ ďć 1 ĆþŊďć ŚŞ ďŘćÂŞ Œþ ei Ćî ,ÀĂłŚŞüõ {ei}n
i=1 , polytope 
þŘ ğĄŐď öĄİ

ýÄŮŘÂţĺŘ Œþ ôøć ÂÔœ Ćî ÝČĂî ŋÂê ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,ÂÚþć öŚČŞ ĆŞ .ÀłŚŞüõ ŚûŚŻ ĆČÖŞ ďć

:ÝþďŘć .ÀĂØŞ Řď ćĄĺ 
þÂţúŞ ŚŮ ,ÀĂîüõ ŠŚ£ţœŘ Řď ńŚą

max
x∈∆m

min
y∈∆n

yAx = max
x∈∆m

min
i

(Ax)i

:ÝþďŘć řČŮÂŮ 
ČÞû ĆŞ

min
y∈∆n

max
x∈∆m

yAx = min
y∈∆n

max
j

(yA)j

:ÝČûć öŚÈœ Ćî ÝþďŘć ěŚČœ ŚúĂŮ Śõ ĆźČţœ ďć

max
x∈∆m

min
i

(Ax)i = min
y∈∆n

max
j

(yA)j
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:ÝČÆþĄœüõ Âþě ŰďĄň ĆŞ Řď ñŘĄĺ 
þŘ üÎą ýÃþďĆõŚœÂŞ ôÂê

max t

∑
j

aijxj ≥ t

∑
j

xj = 1

x ≥ 0
t �= 0

:ÀłŚŞüõ Âþě ŰďĄň ĆŞ öŊ dual ø

min w

y ≥ 0
w �= 0

w −
∑

i

yiaij ≥ 0∑
i

yi = 1


ØÞõ t = minij aij ø x ∈ ∆m Âû ) ťĺŘ ŠŘĄŻ ýŘďŘć primal Ćî Àþć öŘĄŮüõ üţ§Řď ĆŞ

ø primal , Duality ĆČÌì ÕśÏ ĆźČţ œ ďć .( maxij aij Ěf ůõ ) ťĺŘ À§ ýŘďŘć ø (ťĺŘ

üÆ þĄ œěŚ Ş Â þě ŰďĄň Ć Ş Řď dual Ś õ .À ĂłŚ Şüõ íÂ ţÈ õ Ć Ă Č ú Ş ýŚûŠŘĄŻ ýŘďŘć dual

:ÝČĂîüõ

min w∑
i

yiaij ≤ w

y ∈ ∆m

w �= 0

� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ĆĂČÈČśÞî ĆČÌì ĆźČţœ ďć ,ÀłŚŞüõ miny∈∆m maxj
∑

i yiaij öŚÞû Ćî
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íÂţÈõ ŠŘĄŻ Œþ y∗Ax∗ .ÀĂłŚ Ş ĆÜ ßÆõ ýŘÂ Ş üþŚûŠŘĄŻ y∗ ø x∗ ÀČĂî ŋÂê

Complementary slackness ĆČÌì ÂðŘ .t∗ = w∗ = y∗Ax∗ ÝþďŘć ,ĎŚŞ ŰŚśŹŘ ěŘ .ÀłŚŞüõ

:ÝþďŘć j ø i Âû ýŘÂŞ ,ÝČĂî ŘÂŻŘ öŊ ýøď Řď
∑
j

aijx
∗
j > t∗ → y∗i = 0

∑
i

y∗i aij < w∗ → x∗
j = 0

Ś ú œŊ ýŘěŘ Ć Ş Ć î À łŚ Ş Ś ûÅ þÀ œŘ ěŘ ýŘĆ äĄ Þ ź õ I ø À łŚ Ş Ć Ă Č ú Ş x∗ Â ðŘ Ć ź Č ţ œ ďć ø

Ćî ťĺŘ öŊ Ûů õ 
þŘ .ÀłŚ Şüõ y∗i = 0 ,i ∈ I ýŘÂ Ş ŰďĄÊĂ þŘ ďć , t∗ − ∑
j aijx

∗
j < 0

ťÆČœ ĆĂČúŞ x∗ ýŘÂŞ Ćî ýÄŮŘÂţĺŘ Œþ ĆŞ ťśůõ ñŚÞţ§Ř Œþ ÀœŘĄŮüÞœ y 
ØþěŚŞ ÝČþĄÚŞ

üĂãþ .ťĺŘ ëćŚň ÃČœ éÂ§ 
þŘ ÂÚþć éÂÏ .ťĺŘ ëćŚň Ýû x 
ØþěŚŞ ýŘÂŞ 
þŘ .ÀûÀŞ

.ÀĂłŚŞüõ ĆĂČúŞ øć Âû ,ÀĂĂî ëÀň ŕøÂł 
þŘ ďć y ø x ÂðŘ

Y ao ĆĂČÈČśÞî ÛňŘ 2-7

ùěŘÀœŘ Œþ ŚŞ 
ØÞõ ýŚûýćøďø ôŚÞŮ ĆäĄÞźõ I ÀČĂî ŋÂê ,ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć Řď Π ĆÜßÆõ

Π ýŘÂŞ 
ØÞõ ýŚûÝţþďĄÚóŘ ôŚÞŮ ĆäĄÞźõ A ÀČĂîŋÂê 
ČĂżÞû .ÀłŚŞ üûŚĂţõ ø É£Èõ

ŋÂê .ÀłŚŞ m ,I ùěŘÀœŘ ø n ,A ùěŘÀœŘ ÀČĂî ŋÂê .ÀĂłŚŞ üûŚĂţõ ÀČĂî ŋÂê ěŚŞ Ćî ,ÀłŚŞ

ŰďŚśä .ÀłŚŞ T (a, i) ćĄł ŘÂŻŘ i ýćøďø ýøď a ÝţþďĄÚóŘ ŚŮ ÀÈîüõ ñĄÏ Ćî üœŚõě ÀČĂî

min
a∈A

max
i∈I

T (A, I)

üóŚÞ ţ§Ř ýŚûÝţ þďĄÚ óŘ ôŚÞ Ů ñŚ§ .ÀłŚ Şüõ Ýţ þďĄÚ óŘ 
þÂ ţú Ş ýŘÂ Ş ŘÂŻŘ öŚõě 
þÂ ŮÀ Ş

ĆÈČÞû Ćî ÀĂţÆû üþŚûÝţþďĄÚóŘ ŚúĂ þŘ .ÀþÂČÚŞ ÂÑœ ďć ĆÜßÆõ Œþ ýŘÂŞ Řď LasV egas

üÞţ þďĄÚ óŘ 
Č Ăİ Âû .ÀłŚ Şüõ üóŚÞ ţ§Ř ýďŘÀÖõ Śú œŊ ýŘÂŻŘ öŚõě ø ÀĂłŚ Şüõ ťĺďć

Řď aq Śõ ,A ýøď q ÇĂČİ Œþ ýŘÂŞ .ćĄł ĆţêÂð ÂÑœ ďć a ∈ AŒþ ŰďĄň ĆŞ ÀœŘĄŮüõ
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.ÝþÂČðüõ ÂÑœ ďć ( qi ñŚÞţ§Ř ĆŞ aqi ) ćĄłüõ ŠŚ£ţœŘ q ÍĺĄŮ Ćî üóŚÞţ§Ř ÝţþďĄÚóŘ Œþ

üÎą ÀČõŘ ø ,E[T (aq , i)] =
∑

qiT (aqi , i) ñŚ§

min
q∈∆n

max
i∈I

E[T (aq, i)]

.Àûćüõ öŚÈœ Řď üóŚÞţ§Ř ÝţþďĄÚóŘ 
þÂţúŞ ýŘÂŻŘ öŚõě ŚfÖČìć

üĂãõ ĆõŘćŘ ďć ,V onNeumann ĆĂČÈČśÞî ÛňŘ ÕśÏ ø řČŮÂŮ 
þŘ ĆŞ

max
p∈∆m

min
a∈A

E[T (a, ip)]

ÀČõŘ ø ,ùÀł ùćŘć öŚÈœ ip ŚŞ Ćî I ýćøďø ěŘ přČŮÂŮ ŠŚ£ţœŘ üĂãþ 
þŘ .ÝČĂîüõÉ£Èõ Řď

ÂÑœ ďć .ÀþŊ ťĺÀŞ 
ØÞõ É£Èõ ÝţþďĄÚóŘ Âû ýŘÂŞ ŘÂŻŘ öŚõě 
þÂŮÀŞ ĆØĂþŘ ĆŞ 
ţłŘć

Ćî ÀČłŚŞ ĆţłŘć

E[T (aq, ip)] =
∑
ij

pitijqj = pTq

Àþć ěŘ ýćøďø ø üœĄţĺ 
ØþěŚŞ Àþć ěŘ ÝţþďĄÚóŘ öćÂî ùŚÚœ .ÀłŚŞüõ tij = T (aj , ii) Ćî

Řď Śõ ÀœŘĄŮüõ ĆĂČÈČśÞî ĆČÌì ěŘ ùćŚÔţĺŘ ĆźČţœ ďć ø ćĄĺ Àþć ěŘ ŘÂŻŘ öŚõě ø ýÂÎĺ 
ØþěŚŞ

Ćî ÀœŚĺÂŞ Âþě ĆźČţœ ĆŞ

min
q

max
p

E[T (aq, ip)] = max
p

min
q

E[T (aq, ip)]

ĆţÔð Y ao ĆĂČÈČśÞî ÛňŘ öŊ ĆŞ Ćî ,ÝČĂî ùÀĂÆŞ Âþě ĆźČţœ ĆŞ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,ĆţØœ 
þŘ ğŚĺŘ ÂŞ

Âû ýŘÂŞ öćÂî É£Èõ ÛŞŚì ÝţþďĄÚóŘ 
þÂţúŞ ýŘÂŻŘ öŚõě Ćî ÀþĄðüõ ÛňŘ 
þŘ .ćĄłüõ

ńŚą ýćøďø Âû ýŘÂ Ş ü óŚÞ ţ§Ř Ý ţ þďĄÚ óŘ Âû ýŘÂ Ş 
 Č þŚ Ţ À§ Œþ ýćøďø ěŘ ü ś Č îÂ Ů

.ÀłŚŞüõ

(Y ao ĆĂČÈČśÞî ÛňŘ). 2-7 ĆČÌì
:ÝþďŘć q ∈ ∆n Âû ø p ∈ ∆m Âû ýŘÂŞ

min
a∈A

E[T (a, ip)] ≤ max
i∈I

E[T (aq, i)]
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:ÀłŚŞüõ Duality ĆČÌì ùćŚĺ ťÞÆì 
þŘ .ŰŚśŹŘ

min
a∈A

E[T (a, ip)] ≤ max
p

min
a∈A

E[T (a, ip)] = max
p

min
q

E[T (aq, ip)]

= min
q

max
p

E[T (aq, ip)] = min
q

max
i∈I

E[T (aq, i)] ≤ max
i∈I

E[T (aq, i)]

� .ćĄłüõ ťŞŚŹ ĆČÌì ø

ýŘÂŞ 
ČþŚŢ À§ Œþ ø ùćÂî ŠŚ£ţœŘ Řď üśČîÂŮ ÝČœŘĄŮüõ Śõ ,ÛňŘ 
þŘ öćÂŞ ďŚî ĆŞ ŚŞ

À§ ĆŞ ÇûŚî .ÝþďøŊ ťĺÀŞ ýćøďø 
þÂŮÀŞ ďć üóŚÞţ§Ř ýŚûÝţþďĄÚóŘ ĆÞû ýŘÂŻŘ öŚõě

ĆČĂúŞ ÝţþďĄÚóŘ ÝČœŘĄŮüõ Śõ Ćî ťĺŘ üĂãõ 
þŘ ĆŞ ÉČ£ÈŮ ÛŞŚì ýŚûÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŞ 
ČþŚŢ

Řď ďŚî 
þŘ öŘĄŮüÞœ üóŚÞţ§Ř ýŚûÝţþďĄÚóŘ ýŘÂŞ Ćî üóŚ§ ďć ÝČĂî ÃČóŚœŊ Řď ÉČ£ÈŮ ÛŞŚì

Śõ ĆŞ öŊ ýĄì Ç£Ş ,ÀłŚŞüõ Duality ĆČÌì ùćŚĺ Ç£Ş 
þŘ Ćî üþŚźœŊ ěŘ 
ČĂżÞû .ćÂî

ŚfÖČìć ÉČ£ÈŮ ÛŞŚì ÝţþďĄÚóŘ 
þÂţúŞ Ćî ćďŘć ćĄŻø Śûýćøďø ýøď řČîÂŮ Œþ Ćî ÀþĄðüõ

.ćďŘć Řď Śûýćøďø ĆÞû ýøď üóŚÞţ§Ř ÝţþďĄÚóŘ 
þÂţúŞ ÂŞŘÂŞ üûćěŚŞ


